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Vorwort. 





Vor mehr als einem Jahre habe ich den Lesern dieses Journals die 
Mittheilung davon. dafs ich die Herausgabe desselben übernommen habe, in 
einer besonderen Anzeige gemacht, von der ich hier das Wesentliche noch 
einmal abdrucken lasse: 

Die Nachricht von dem am 6'" October v. J. erfolgten Tode des 
Gründers und bisherigen Herausgebers dieses Journals ist von der ganzen 
mathematischen Welt mit tiefem Bedauern aufgenommen worden. 

Was der Verstorbene als Gelehrter geleistet hat, durch seltene Vielsei- 
tigkeit und unermüdliche Thätigkeit, das möge an anderer Stelle seine Würdigung 
finden. Hier soll vor Allem von dem hohen Verdienst die Rede sein, welches 
sich derselbe durch Gründung des mathematischen Journals erworben hat. 

Zu einer Zeit, wo es ungeachtet des glänzenden von G@au/s gegebenen 
Vorbildes nur wenige Mathematiker in Deutschland gab, die an der Erweite- 
rung ihrer Wissenschaft arbeiteten, und wo diese Wenigen, wenn sie nicht 
zu Akademien gehörten. sich mit ihren Abhandlungen nach dem Auslande 
wenden mufsten, um sie zu veröffentlichen — „ zu solcher Zeit gründete Ürelle 
sein Journal für Mathematik. Es gehörte hierzu nicht allein seine Begeiste- 
rung für die Sache, sondern auch seine Erkenntnifs, dafs die junge Genera- 
tion, die ihn umgab, Kräfte in sich schlofs, die in der mathematischen For- 
schung ein frisches Leben hervorrufen würden. 

Wenige Unternehmungen sind so zur rechten Zeit gekommen. wie 
Crelle's Journal. Es wurde der Sammelplatz für die Arbeiten jener Männer, 
die vor einem Viertel- Jahrhundert der Mathematik einen neuen Aufschwung 
gaben, und wenn dieser Aufschwung überall als das Werk deutscher Wissen- 
schaft anerkannt wurde, so ist dies zum grofsen Theil der Vereinigung zu 
verdanken, in welcher die neuen Entdeckungen durch Crelle’s Vermittlung 
erschienen. Während eines Zeitraums von 30 Jahren hat das Ürellesche 
Journal den schönen Beruf erfüllt, der Hauptrepräsentant der deutschen Ma- 
thematik zu sein, und ist hierin durch die thätige Beförderung der hohen 
Preufsischen Behörden wesentlich unterstützt worden. 


Eine für den Fortschritt der Mathematik so nützliche Zeitschrift hat 
der Herr Verleger derselben der Wissenschaft erhalten wollen. Ais derselbe 











IV Vorwort, 


in solcher Absicht mir den Antrag machte, die fernere Herausgabe zu be- 
sorgen. mufste ich, von der Schwierigkeit dieses mühevollen Geschäfts und 
von der Unzulänglichkeit meiner Kräfte überzeugt, Anstand nehmen, dem 
Antrage zu entsprechen. Nachdem indefs meine geehrten Berufsgenossen, die 
Herren Steiner, Schellbach, Kummer und Kronecker mir ihre gültige Mit- 
wirkung zugesagt hatten. habe ich, von dieser ausgezeichneten Mitwirkung 
unterstützt, die Herausgabe des Journals übernommen. 

Unter der neuen Redaktion wird das Journal sowohl seine äufsere 
Einrichtung beibehalten, als auch den Zwecken, die es bisher verfolgt hat, 
treu bleiben. Die Aufsätze, welche dasselbe seinen Lesern liefern wird, und 
deren Gegenslände aus allen Zweigen der reinen sowie der angewandten 
Mathematik und mathematischen Physik entnommen sein können, sollen Original- 
Untersuchungen enthalten, die entweder durch die Resultate, zu denen sie 
führen, oder durch die Begründung dieser Resultate neu sind. 

Die gegenwärtige Redaktion wendet sich an die bisherigen geehrten 
Mitarbeiter des Journals, an alle Mathematiker und namentlich an die Deutsch- 
lands vertrauensvoll mit der Bitte, durch Einsendung ihrer Arbeiten das Be- 
stehen eines für die Fachgenossen so nothwendigen Organs sicherzustellen. 
Sie kann nicht unterlassen, es zugleich auszusprechen, wie wünschenswerth 
im Interesse des Unternehmens wie der Autoren es ist, dafs die Beiträge den 
für Mittheilungen in Zeitschriften üblichen Umfang nicht übersteigen mögen, 
damit sich für den Druck derselben um so früher Platz finde. 

Möge das Journal künftig dieselbe Theilnahme finden, deren es sich unter 
dem früheren Herausgeber während so vieler Jahre zu erfreuen gehabt hat. 

Berlin, im Februar 1856. 





Indem ich gegenwärtig den ersten unter der neuen Redaktion erschei- 
nenden Band des Journals dem mathematischen Publikum übergebe, habe ich 
als ein erfreuliches seit der Veröffentlichung obiger Anzeige eingetretenes 
Ereignifs anzuführen, dafs mein geehrter Freund Herr Weierstrafs als Mil- 
wirkender zu dem Unternehmen hinzugetreten ist. 

Schliefslich bemerke ich, dafs von dem vorliegenden 53°“ Bande das 
erste Heft noch dem früheren Herausgeber, die drei folgenden Hefte, von 
Seite 103 beginnend der jetzigen Redaktion angehören. 

Berlin, am 1°" Mai 185%. 

Borchardt. 
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1. 
Zur Theorie der periodischen Kettenbrüche. 


(Von Herrn Dr. M. A. Stern, Professor der Mathematik an der Universität zu Göttingen.) 





Bezeichnen x und y die kleinsten Werthe in ganzen Zahlen, welche 

der Gleichung 

(1) 2#°—-4y =1 

genügen, wo A eine nicht quadratische ganze Zahl ist, so erhält man, wie 
bekannt, die Werthe von z und y, indem man yA in einen periodischen 
Kettenbruch verwandelt. Man hat schon Tafeln berechnet, welche für jedes 
gegebene A, bis zu einer gewissen Grenze, die entsprechenden Werthe von 
x und y angeben. Namentlich hat Degen unter dem Titel „Canon Pellianus” 
eine solche Tafel herausgegeben, in welcher für alle Zahlen von 1 bis 1000 
nicht blofs die Werthe von £ und y, sondern auch die Theilnenner (Quotienten) 
des Kettenbruchs und die Nenner der entsprechenden vollständigen Quotienten 
angegeben sind. Abgesehen von der Benutzung einiger wenigen Rechnungs- 
voriheile, sind diese Tafeln dadurch entstanden, dafs man direct für jede 
Zahl zuerst den Kettenbruch entwickelte, und dann aus diesem die Werthe 
von x und y berechnet hat. Das Folgende hat zunächst den Zweck ver- 
schiedene Abkürzungen anzugeben, die sich bei der Berechnung einer solchen 
Tafel, welche ich eine Pelsche nennen werde, anbringen lassen; es werden 
sich hieraus verschiedene noch unerörterte Eigenschaften der periodischen 
Kettenbrüche ergeben. 

Ich werde zuerst zeigen, wie man, um x und y zu finden, statt den 
Kettenbruch zu reduciren, den man bisher hierzu angewandt hat, nur einen 
anderen anzuwenden braucht, welcher eine um die Hälfte kleinere Anzahl 
Theilnenner enthält. Alsdann werde ich die Frage erörtern, wie man, wenn 
für irgend eine Zahl der periodische Kettenbruch, welcher ihre Quadratwurzel 
ausdrückt, bekannt ist, hieraus unmittelbar die periodischen Kettenbrüche finden 
kann, welche der Quadratwurzel unzählig vieler anderer Zahlen gleich sind, 


oder, kürzer gesagt, die periodischen Kettenbrüche, welche unzählig vielen 
andern Zahlen entsprechen. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LI. Heit 1. 1 
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” 


Schon Euler hat gefunden, dafs es gewisse Zahlenformen giebt, für 
welche sich die entsprechenden Kettenbrüche sofort angeben lassen und ich 
habe bereits in meiner „Theorie der Kettenbrüche” (S. 191 ete. Bd. 11. S. 331 ff. 
dieses Journals) bemerkt, dafs sich deren Zahl ins Unendliche vermehren lasse; 
indessen ist bis jetzt noch keine allgemeine Untersuchung dieses Gegenstandes 
bekannt geworden. 


1. 

Wenn «a die gröfste in yA enthaltene ganze Zahl bedeutet, so hat 
die Periode des dazu gehörenden Kettenbruchs entweder kein Mittelglied, so 
dafs die zwischen dem Anfangsgliede a und dem die Periode schliefsenden 
Gliede 24 enthaltenen Theilnenner in der Ordnung 


ar. Gear Ms a 
auf einander folgen, oder es ist noch eon Mittelglied k vorhanden, so dafs 
die Reihe der auf einander folgenden Theilnenner| 


Be RR A u TE 


ist. Diese zwei Reihen werde ich die Periode des Kettenbruchs nennen 
und das folgende Glied 2« das Schlufsglied der Periode. Dagegen sollen 
die Glieder @,, @,, ... @„, welche sich in umgekehrter Ordnung wiederholen, 
die periodischen Glieder heilsen. Wie in früheren Untersuchungen werde 
ich durch «a, a, den Zähler, durch a,. @,„ den Nenner des redueirten Bruchs 


bezeichnen. welcher den Werth des Kettenbruchs 


a 
E uteden all 
Am 
angiebl. Wo es aber die Deutlichkeit nicht stört, werde ich zur Abkürzung 
4. P5 > HP a Et eh 
ds Ga T15 ns Q =—r, Seizen. 


m m—? 


Man nehme nun zuerst an, die Periode habe ein Mittelglied, so dals 
die Entwickelung von yA mit den auf einander folgenden Theilnennern 
(I: re 
beginnt. Bisher hat man, um die Werthe von x und y zu finden, welche 


der Gleichung (1.) genügen, den der Reihe (3.) entsprechenden Kettenbruch 
redueirt. Ist nämlich A der Werth dieses reducirten Bruchs, so geben Zähler 


und Nenner desselben die gesuchten Werthe von x und y. Nun bezeichne 
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aber Y den Werth des reducirten Bruchs, welcher zu dem Kettenbruche (2.) 
gehört. Nach bekannten Elementarsätzen ist 
just (katq)p-+qp, 
(katm)IT 1m 
Setzt man Ay--29, —= 9 und berücksichtigt die Gleichung 





PY — gPı — +1, 
so hat man demnach 


x = yF+l, 
5 
mithin 
N p m 
yiıw == +» y > 
d. h. 
Re F- 
Aus der Gleichung (1.) folgt 
Kt a, 
i Ra 
mithin nach (4.): 
Ei 
65.) X = 4(Y+7)- 


Um X zu finden, braucht man also nur Y zu berechnen, d.h. man braucht 
nur den der halben Periode entsprechenden Kettenbruch zu redueiren. 


Hat die Periode kein Mittelglied, so dafs die Entwickelung des Ketten- 
bruchs mit den Theilnennern 


(6.) 1, d,» u... Ans nz u... d, 


beginnt, bezeichnet Ä, den dieser Reihe entsprechenden reducirten Bruch, 
x, seinen Zähler, y, seinen Nenner, während Y seine frühere Bedeutung 
behält, so findet man statt der Gleichung (4.) die Gleichung 


. we 
(7.) A—-Y= a 

Hier genügen aber auch, wie bekannt, x, und y, nicht mehr der Glei- 

chung (1.). Um diese aufzulösen, mufs man vielmehr noch eıne Periode 

hinzuziehen. Bezeichnet man den reducirten Werth des Kettenbruchs, dessen 


Theilnenner 


d, dı, ..* Uns Uns ..». ds 2a, dı» un. Ans Ans .o* d, 
. 
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sind, durch Ä, seinen Zähler durch x, seinen Nenner durch y, so sind x 
und y die Werthe, welche der Gleichung (1.) genügen; und da der Ketten- 
bruch ein Mittelglied 2@ hat, so hat man auch wieder nach (4.): 


X—XAX, m 2 
Y 
a r 1 
und zugleich 2—-A= = 


also auch 

ne: H{(X+Z-) 
d.h. man braucht auch in diesem Falle nur den halben Kettenbruch zu re- 
duciren. 

Es ergiebt sich hieraus noch Folgendes. Wenn man den Kettenbruch, 
welcher yA ausdrückt, bis zum letzten Gliede «, der 2nten Periode entwickelt, 
den entsprechenden reducirten Bruch Ä,,, seinen Zähler x, seinen Nenner y 
nennt, so hat man, wie bekannt, &— Ay’=1. Dieser Kettenbruch hat das 
Mittelglied 2@. Bezeichnet man daher durch Ä, den reducirten Werth des 


Kettenbruchs, welcher die Theilnenner bis zum letzten Gliede «, der nten 
Periode enthält, so hat man nach (4.): 


X.—Ä, m ER 

Y 

BR u A 
mithin auch X. = 4X, + —)' 


Diese letzte Gleichung hat schon Serret gefunden. (Journ. des Mathem. 
T. 12. p. 518.) 
2. 

Aus dem Vorhergehenden folgen verschiedene Sätze, die ich hier zu- 
sammenstelle, da später Gebrauch davon wird gemacht werden. Einzelnes ist 
schon bekannt, jedoch auf weniger einfache Art bewiesen. 

Die Periode des Kettenbruchs habe ein Mittelglied 4. Setzt man wieder 


— statt Ä und ” statt Y, so folgt aus (5.): 


| x _ Pi+A 
(8.) u 
Ist aber I der vollständige Quotient, welcher zu Ak gehört, so ist be- 


kanntlich 


P—-Agd = +D, 








| 
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mithin 
[I — AfT=[pP+AgT — Al2pgl = D’ 
und 
p’+ Ag’ 
0.) er 2pg ]-4 = [5-]- 
‘Nimmt man aber den Werth von y aus (8.) und setzt ihn in 
ec _ 2 
Y Y 
so erhält man 
10. ui RC. 
(10.) 7] - m 


Aus dem Vergleich von (9. und 10.) folgt mithin, dafs er folgende Formeln 
zur Berechnung von x und y giebt, nemlich: 


2p1 
11) y=5; 


BE u. * 
[38.). = Sr 


Es sei f” die höchste Potenz einer Primzahl f, welche in D, wenn 
dies eine ungerade Zahl, oder in 4D, wenn D gerade Zahl ist, enthalten 
ist. Da p und g keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so mufs nach (11.) 
entweder » oder g durch f“ theilbar sein. Im zweiten Falle könnte aber die 
Gleichung (12.) nicht bestehen, folglich wird 2p zmmer und g niemals durch 
D theilbar sein, mithin wird auch 2A immer durch D theilbar sein. Nun 
kann D nicht —= 2A sein, da es höchstens — 2a sein kann; ist D=A, so 
mufs nach (12.) nothwendig p—=[D sein, wo / eine ganze Zahl ist. Hieraus 
folgt D=2, sobald A eine Primzahl ist. Wäre nemlich D nicht — 2, so 
müfste es — A sein, dann aber würde aus ” — A’ —=+D, !’D-y=+i 
oder 








Y—AU = 71 
folgen. Nun kann diese Gleichung nicht mit dem oberen Zeichen bestehen, 
weil, wie bekannt, die Gleichung «°— Ay’ — —1 nicht lösbar ist, sobald der 


Kettenbruch, welcher der Zahl A entspricht, ein Mittelglied hat; die Glei- 
chung kann aber auch nicht mit dem unteren Zeichen bestehen, da y<.r., 
<Zy. Mithin kann D nur —=2 sein. Die Primzahl A mufs aber in der 
Form 4n--3 enthalten sein; ist dagegen A eine Primzahl von der Form 
4n-+-1, so kann die Periode des entsprechenden Kettenbruchs kein Mittel- 
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glied haben. Soll nemlich die Gleichung z=°— Ay’==1 Statt finden, während 
A=4n--1 ist, so mufs y gerade und = ungerade sein. Nach (12.) hätte 


man aber 





= Hp rAg), 
also mülsten p und 4 beide ungerade Zahlen sein. Dann würde aber aus (11.) 
folgen, dafs y==pg, d.h. dals y eine ungerade Zahl ist, mithin können die 
Gleichungen (11. und 12.) nicht Statt finden, sobald A eine Primzahl von der 
Form 4n -—-1 ist. 
Berücksichtigt man die Gleichung p’— Ay’ = +D, so erhält man 


noch aus (12.): 





(13.) a > +1 
oder 
14) = Hr 


Ist also D=2, so ergiebt sich 

(15) =pFi=4Ag+l 
und zugleich 

(16.) y=m. 
Wie bekannt, mufs aber die Periode immer een Mittelglied haben, sobald A 
eine Primzahl von der Form An--3 ist, und dieses Mittelglied mufs, wie vor- 
her bewiesen wurde, gleich 2 sein. Die Formeln (15. und 16.) gelten also 
namentlich in diesem Falle. In diesem speciellen Falle hat schon Legendre 
den Zusammenhang zwischen x, y und p und 4 bemerkt (Theorie des nom- 
bres T. 1. p. 66 ed. 3). 

>. 
Die Beschaffenheit des Mittelgliedes % ist bisher nicht vollständig unter- 


sucht worden. Es ist bekannt, dafs %k nicht gröfser als n sein kann, da J 


höchstens —= a ist; die obigen Formeln führen aber weiter. Vergleicht man 
nemlich die Formel (11.) mit dem in ($.1.) gelundenen Werthe y=g.y 
und setzt wieder für g seinen Werth Ay--2g,, so findet sich 





n 2 
a) 


Setzt man hier für » seinen Werth «y--g,, so hat man 


(18)  (2a—kD)g = 2(,D-g)- 








u | 
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Nun ist „> 9,, folglich 2a— kD< 2D, und 


en 


[2 } 2 
“U dd 
— —2 und p;, wenn 


Das Mittelglied liegt also immer zwischen den Grenzen 7 











es nicht 7 ist. Nennt man den auf Bar folgenden vollständigen Quo- 
jr vyÄA+J' . . n 2 
lienten —,— , so ist, wie bekannt, J4+-J'’=kD und, da J=J', 
2J 
42.9 Zen 2 — T 
Demnach kann das Mittelglied überhaupt nur D verschiedene Werthe haben, 
nemlich: 
2a 2la—1) ?2la—?) 2[a—(D—1)] 
‚ale Sinesshaii D ’ 
und es folgt zugleich, dafs J nur einen der D Werthe 
a,a—1,ua—2,... a—D-1 


haben kann. 
Ist k=T, so folgt aus (18.) 
Da == 65: 


Nun ist 49 > g,, also auch qg > Dgu,. Andererseits ist y = a„qr, also 


9 < (a„+1)g (da r <g,), mithin «4,>D—1, d.h. wenn k= er, so ist 


der kleinste Werth, welchen der letzte periodische T’heilnenner haben kann, 
nicht kleiner als D. 





Ist a<y und zwar k = an „ so kann ö alle Werthe von 2=1 
bis 2=D—1 haben, und nach (18.) ist 
77 = yD—qı: 


also y < uD. Nun ist 4 > a,„g,, mithin @,, <r Sobald also 2 den Werth 


4D erreicht, d.h. sobald das Mittelglied % nicht gröfser als m. 4 — rt 





ist, kann der letzte periodische T'heilnenner nur der Einheit gleich sein. 
Man darf diesen Satz jedoch nicht umkehren, indem der letzte periodische 
Theilnenner, auch wenn 2<<4D ist, —=1 sein kann. Dies ist z. B. bei der 
Zahl 759 der Fall, wo a=27, D=11, k=4, also e—=5<Z% ist, und 
dennoch ist a, —1. 
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Ist D=2, so kann, dem Vorhergehenden zufolge, k nur = « oder 
— a—1 sein. Nun ist in diesem Falle x = 4(p’+ Ag’). Sobald A eine 
ungerade Zahl ist, müssen daher auch p und g ungerade Zahlen sein. Aus 
(17.) folgt aber 
203: - km PER, 
mithin wird k = a oder = a—1 sein, je nachdem « eine ungerade oder 
eine gerade Zahl ist. Dies wird (nach $. 2.) namentlich immer dann ein- 
treten, wenn A eine Primzahl von der Form An--3 ist. Ist dagegen A eine 
gerade Zahl, so mufs auch p eine gerade Zahl, folglich y eine ungerade 
Zahl sein; mithin wird in diesem Falle k=a oder —=a—1 sein, je nach- 
dem «a eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. Es wird also überhaupt 
k—=a oder =a—1 sein, je nachdem A— a eine gerade oder eine ungerade 
Zahl ist. 
Nun folgt aus (18.), wenn man D=2 setzt: 
U TR Se 5 


1 1 
Diese Formel enthält also folgenden Salz: 


Wenn das Anfangsglied des der Zahl A entsprechenden Kettenbruchs — a 





ist, die periodischen Glieder a,, @,. ... a, sind. und D=2 ist, so wird 
der Unterschied des doppelten Werthes des Ketltenbruchs 
1 
ee | 
et. 4 
"2 


und des Kettenbruchs 
1 


nn 


1 
“tz + 
a1» 





SE 


An 


entweder —=0 oder —1 sein, je nachdem A— a entweder eine gerade oder 
eine ungerade Zahl ist, d. h. dieser Unterschied wird immer = 4(1—(—1)**) 
sein. Man kann dies auch so ausdrücken: je nachdem A—.a eine gerade 
oder eine ungerade Zahl ist, wird 24,—g, oder 2, =4g--g, sein. 
Unter denselben Voraussetzungen folgt aus dem Obigen, dafs «„—=1 
oder „1 sein wird, je nachdem k=«—1 oder k==a ist, d.h. je nach- 
dem A—.ua eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. 





\ 

| 

4 
hi 
% 
‘E 
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Ist D eine ungerade Zahl, so kann nach (19.) das Mittelglied % nicht 
— 1 sein. und da X nicht > = sein kann, so kann a nicht < Dsein. Setzt 


man daher a=sD-t, wo £<D (und auch —=0O sein kann), so giebt es 


in der Reihe 
2a 2a—Ih) u 2[@—(D—-1)] 
D’ BB; D 


. .ı 2la—t) . . 
nur eine ganze Zahl, nemlich et, in diesem Falle ist also k—2s und 


D 
J — sD — a—t. 


Ist D eine gerade Zahl. so kann « nicht kleiner als 4D) sein, da % 











i ‘ _—— 20 . 
mindestens —= 1 und zugleich ST ist. Ita=14D, so it A—=1. Ist 
a—>4D und man setzi a«—=s.4D--t, wo £<4D (und auch —=0 sein kann), 





. “ “ . | a—l 
so kann %k nur einer der ganzen Zahlen gleich sein, welche in der Form ——, 
» 


enthalten sind, wo ?<<D ist. oder, wenn man für « seinen Werth setzt, 


ıD 
FH] 
kann also =1t oder !=4D--1t setzen, d. h. k wird entweder = s oder 


enthalten sind. Man 





einer der ganzen Zahlen, welche in der Form s— 


— s—1 sein. 


Auch ergiebt sich noch Folgendes. Setzt man D=2%.h, wo Ah un- 


gerade ist, so ist nach (12.): 


ee 
ae 


Ist nun A eine ungerade Zahl, so mufs @—=1 sein, da 24 durch D theilbar 


ist, mithin müssen » und y ungerade Zahlen sein. Nach (17.) ist aber in 
diesem Falle 


kat 2% = 75 


woraus sich ergiebt, dafs % eine ungerade Zahl sein mufs; demnach wird 
k=s oder =s—1 sein, je nachdem s eine ungerade oder eine gerade 


Zahl ist, 


Ist A eine gerade Zahl, so mufs auch p eine gerade, y eine ungerade 


Zahl sein. Ist nun @=1, so ist £ eine gerade Zahl, also auch % eine ge- 


rade Zahl, mithin k=s oder =s— 1, je nachdem s gerade oder ungerade 
ist. Ist dagegen © >1, so wird jedenfalls 2» durch D theilbar sein, man 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 1. 2 
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setze daher 2» —=2*+?.h', wo 4’ eine ungerade Zahl ist. Dann folgt aus (17.): 
2P.h' 


ka = —; 


also wird 4 eine gerade oder eine ungerade Zahl sein, je nachdem 5 >0O 
oder — O ist. 


In dem besonderen Falle, D—=4, kann k nur einen der vier Werthe 
4a, 4(a—1), 44—1, 4(a—3) haben, und zwar ist k=4a oder =4a — 1, 
wenn a gerade, und k—=4(a—1) oder =14(«a— 3), wenn a ungerade ist. 
Da 2» durch 4 theilbar ist, so muls » eine gerade Zahl, 4 ungerade und 
also A durch 4 theilbar sein. Nun ist 

k.4+2 = 4p. 

Ist also p in der Form 4n enthalten, so mufs A eine gerade Zahl sein, mit- 
hin A— 4a oder = 4«— 1, je nachdem «a in der Form An oder An-—-2 ent- 
halten ist, und A=4(a—1) oder =4(a—3), je nachdem « in der Form 
4n--1 oder 4n-+-3 enthalten ist. Ist dagegen p von der Form An--2, so 
muls k ungerade sein, also k—= 4«u oder = 44— 1, je nachdem « in der 
Form 4n--2 oder 4n enthalten ist, und k=4(a—3) oder = !(a—1), je 
nachdem «# in der Form 4n-+-1 oder 4n--3 enthalten ist. Aus der Gleichung 
p—Ag’ = +4 folgt aber, dafs p in der Form 4n oder 4n-+2 enthalten ist, 
je nachdem A in der Form 82--4 oder Sn enthalten ist. Demnach wird 
k— la sein, wenn entweder A—8n--4, a—=4n ist, oder A=8n, a=4n-2. 
It A=8n--4, a—=4n-+2 oder A=8n, a—=4An, so it k—=4a—1. Ist 
A4A=8Sn-4, ua=4n-+i1 oder A=8n, a=4n-+3, so ist k—=4(a —1). 
It A= 8n--4, a—=4n-+3 oder A=8n, a—=4n-+1, so ist k—= 4(a—3). 
D.h. es wird k—=4a, 1a—1, 4(a—1), 4(a—3) sein, je nachdem bezüglich 
1 4—.a in einer der Formen 4n-2, An, dn-+1, An—1 enthalten ist. 














Bei dieser Gelegenheit bemerke man noch Folgendes. Da, wie früher 
($. 2.) bewiesen, 2» immer durch D theilbar ist, so mufs nach (11.) auch 
y durch g theilbar sein. Sobald die Periode ein Mittelglied hat, kann daher y 
niemals eine Primzahl sein, ausgenommen wenn 9=1, d.h. wenn die Periode 
entweder nur aus dem Mittelgliede 4, oder aus den drei Gliedern 1, A, 1 
besteht. 


A. 


Hat die Periode kein Mittelglied, so soll, wie früher angenommen 
wurde, x,, der Zähler, y, der Nenner des reducirten Bruchs sein, welcher der 
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Reihe (6.) entspricht. Man hat alsdann 
(22.) Li, PROB Pd Po» 
(23.) a + g, 
und 
(24) ı-Ay, = —1. 
Aus der letzteren Gleichung folgt aber, dafs y, eine ungerade Zahl 
sein mufs, da z--1 niemals durch 4 theilbar sein kann; mithin mufs eine 
der Zahlen 4 und g, gerade, die andere ungerade sein. Auch is! 


und nach ($. 1.): 





also 
rag A 


erg: 2 
2XoYo > 





Nun folgt aus (24.) 


[+ Ay, —AQ2z,y) = 1. 
mithin 





y=?22,Y» 
2 —=x1-+ Ay —= 22, -- N 


0 


>. 


Nach diesen Vorbereitungen soll nun die Frage beantworlet werden, 
wie. wenn man den periodischen Kettenbruch kennt, welcher einer gewissen 
ganzen Zahl A entspricht, alle ganzen Zahlen sich finden lassen, von der 
Beschaffenheit, dafs die ihnen entsprechenden periodischen Kettenbrüche die- 
selbe Periode haben. 


Es sind hier zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem der Kettenbruch, 
welcher der Zahl A entspricht, ein Mittelglied hat oder nicht. Im ersten 
Falle sollen also alle Zahlen gefunden werden, deren entsprechenden Ketten- 
brüche dieselben periodischen Glieder und dasselbe Mettelglied enthalten, wie 
der Kettenbruch, welcher der gegebenen Zahl entspricht, oder, kürzer aus- 
gedrückt: alle Zahlen, welchen dieselben periodischen Glieder und dasselbe 
Mittelglied zukommen. Im zweiten Falle sollen alle Zahlen gefunden werden, 


deren entsprechenden Kettenbrüche dieselben periodischen Glieder, und zwar 
2* 











12 1. Stern, zur Theorie der periodischen Kettenbrüche. 


ohne folgendes Mittelglied, enthalten, wie der Kettenbruch, welcher der ge- 
gebenen Zahl entspricht, oder kürzer: alle Zahlen, welchen dieselben perio- 
dischen Glieder, ohne folgendes Mittelglied, zukommen. 

Zur Beantwortung dieser Frage benutze ich einen Satz, welchen ich 
schon in meiner „Theorie der Kettenbrüche” erörtert habe. (S. 182 Bd. 11. S. 322 
dieses Journals.) Entwickelt sich nemlich YA in einen periodischen Ketten- 
bruch, dessen Anfangsglied 5 und dessen Periode 5,, &,,... 6d,_, ist, so dals 
b,=b,_1; b»—=b,_,.,. u.s.w. und ist das Schlufsglied der Periode db, = 2b, 


so ist es nothwendig und hinreichend, dafs eine ganze Zahl ist, wenn 


D25 On 
4 eine ganze Zahl sein soll. Man findet nämlich durch eine leichte Reduction: 





(25.) A —= b’-- b,,bn 








wor Ta, 
i ae TORE ' .. 
also ist A eine ganze Zahl, wenn Fra a eine solche ist. Weils man umge- 
I, Dn—1 
kehrt, dals einer ganzen Zahl A ein periodischer Kettenbruch mit dem An- 
fangsgliede 5, der Periode d,, b,, ... d,_, und dem Schlufsgliede 5, —= 25 
\ u. DE 5 i Fe 
entspricht, so folgt, dafs % 5, eine ganze Zahl ist. Es ist aber 
1) In—1 
N a 
b,, b, . b,.b, b._1 +b:; b.-.; 
RN 
nennt man nun g die ganze Zahl, welcher 73 gleich sein soll, und setzt 
1» Yn—1 
b, . Pi == 6, b, . b,-ı n d, b>, b,_. = e, so ist 


(26.) cg—di, = e. 

Betrachtet man nun in dieser Gleichung g und 5, als unbekannte 
Gröfsen,. während d,. b,, ... d,_,, also auch ce, d, e, bekannt sind, so läfst 
sich, da e und d relative Primzahlen sind, die Gleichung immer in ganzen 
Zahlen auflösen. Ist 

(27) oz —d=1 
und bezeichnen 2’ und »’ die kleinsten positiven Werthe von z und ®, und 
h Null oder irgend eine ganze positive Zahl, so erhält man 


(28) y = e'+tdh, 
(29) db, = ew,tch, 


mithin, wenn 9, der kleinste positive Werth von 5, ist, der sich aus der 
letzten Formel ergiebt: 


30) b,— B,tch. 
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Da aber 5), —=2b5 und 5 eine ganze Zahl sein soll, so mufs man einen solchen 
Werth von % annehmen, dafs 5,--ch eine gerade Zahl ist. Unter dieser 
Beschränkung läfst sich also sagen: Wenn es eine ganze Zahl giebt, deren 
entsprechender Kettenbruch die Periode d,, b,, ... 6,_, hat, so wird das 
Schlufsglied der Periode, einer der in der Form %,-+c4 enthaltenen Werthe 
sein. Es wird aber alsdann jeder Kettenbruch, welcher, bei derselben Periode. 


ein in dieser Form enthaltenes Schlufsglied hat, und nur ein solcher , einer 
b,,b, 
b Di 


9 





ganzen Zahl entsprechen, weil anmer, und nur bei einem solchen, 


eine ganze Zahl ist. Hierdurch ist demnach die obige Frage gelöset. Sobald 
man eine Zahl kennt, deren entsprechender Kettenbruch eine gewisse Periode 
und ein gewisses Schlufsglied enthält, so kann man daraus alle ganzen Zah- 
len ableiten, welchen dreselbe Periode zukommt. Aus der bekannten Periode 
berechnet man zunächst den Werth von /,, alsdann sind alle diese Zahlen 
nach (25.) in der Formel 


(31.) 1(ß, +ch?-+ Par BIEH een Lech) - 1 dh ei? 








enthalten. Die kleinste dieser Zahlen werde ich die @rundzahl nennen. Ist 
P„ eine gerade Zahl, so ist das Anfangsglied des Kettenbruchs, welcher der 
Grundzahl entspricht, 4/,, mithin kleiner als 4c, während bei den folgenden 
Zahlen das Anfangsglied 4(P,+ ch) jedenfalls gröfser als 4c sein mufs, und 
zugleich gröfser als e, wenn e eine ungerade Zahl ist, weil man dann für % 
nur gerade Zahlen nehmen darf. Ist 3, eine ungerade Zahl, so mufs auch 
c ungerade sein, sonst könnte 4(,-+ch) für keinen Werth von 4 eine ganze 
Zahl sein, für 4 dürfen nur ungerade Zahlen gesetzt werden. Das Anfangs- 
glied des Kettenbruchs, welcher der Grundzahl entspricht, wird also 4(,--e), 
d.h. >3e und <Te sein, während bei allen folgenden Zahlen das Anfangs- 
glied gröfser als ce sein mufs. Ist $/,=0, was dann der Fall wird, wenn 
e— ist, so wird das zu der Grundzahl gehörende Anfangsglied 4c oder e 
sein, je nachdem c eine gerade oder eine ungerade Zahl ist, und das zu den 
folgenden Zahlen gehörende Anfangsglied wird bezüglich gröfser als 4c oder 
gröfser als c sein. Die Grundzahl hat also das characteristische Kennzeichen, 
dafs bei ihr das Anfangsglied des entsprechenden Kettenbruchs <4ec, = }ec 
(und in einem Falle =ec) oder —>4e und <te ist, je nachdem /, eine 
gerade Zahl, Null, oder eine ungerade Zahl ist, während bei den folgenden 
Zahlen das Anfangsglied in den zwei ersten Fällen > %c, im letzten Falle > c 
sein mufs. Auch ergiebt sich aus dem Vorhergehenden, dafs bei den fol- 
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senden Zahlen überhaupt das Anfangsglied > te oder >e sein mufs, je 
nachdem c gerade oder ungerade ist. 


Bei der Zahl 7 z.B. ist das Anfangsglied 2, die Periode 1, 1, 1. 
Hier ist c=3, d=2, e=1, mithin *=1, v”’=1, ß,=1 und d,—=1-+34. 
Hier dürfen also für 4 nur ungerade Zahlen gesetzt werden. Der kleinste 
Werth von d, ist demnach 4, das entsprechende Anfangsglied 2, mithin ist 7 
die Grundzahl. Die übrigen Zahlen sind in der Form 4(1+ 3A)? --(1+34)5 +4 
enthalten, also 32, 75, 136, ..., welche sämmtlich die Periode 1, 1, 1 haben. 

Bei der Zahl 29 ist das Anfangsglied 5, die Periode 2, 1, 1, 2, also 
c=13, d=5,e=23, !=23, v’=5, A,—=10 md 5,= 10-134 Bier 
sind mithin für A nur gerade Zahlen zu setzen, oder Null. Der kleinste Werth 
von 5, ist also 10, und das entsprechende Anfangsglied 5, demnach ist 29 
die Grundzahl. Aus der Formel 4(10-+ 132)’ -+(10+132) 5 + 75 ergiebt 
sich. dals die folgenden Zahlen mit derselben Periode 338, 985, ... sind. 


Enthält die Periode nur ein Glied A, welches also zugleich das Mittel- 
glied ist, so hat man c=%k, d=1,e—=0. Dies ist z. B. bei der Zahl 2 
der Fall. Das Anfangsglied ist 1, und die Periode besteht aus dem einzigen 
Gliede 2. Es ist also 21, v"’—=1. Da aber e=(), so ist db, = 2A, also 
2 der kleinste Werth von d,; das entsprechende Anfangsglied ist 1, und 2 
ist mithin die Grundzahl. Die folgenden Zahlen ergeben sich aus der Formel 
h’-+-h und sind 6, 12, 20... 


In Beziehung auf die Gröfse v’, von welcher der Werth von 5, ab- 
hangt, ist noch zu bemerken, dafs man, um sie zu finden, nicht nöthig hat, 
die Gleichung (27.) noch besonders aufzulösen, sondern dafs es hinreicht die 
Gröfsen c, d zu kennen. Erwägt man nemlich, dafs d,, d4,_.—=b,, b,_ =d 


E:- 
ist, so zeigt sich, dafs der Näherungswerth, welcher vorausgehl, - ist, 


d 
Nimmt also — eine gerade Stelle ein, d.h. ist die Anzahl der Theilnenner 
bi» Öa2’... Ö„_ eine gerade Zahl, so hat man 
ce— dd — 1, 
mithin 2’=e; v"!—=d. Ist dagegen die Anzahl dieser Theilnenner unyge- 


rade, also 


ce—dd = —1, 


so ist! —=d-—e, !—=c—d. Mithin ist, je nachdem n—1 eine gerade 
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oder eine ungerade Zahl ist, 
b, = de+ch, 


oder 


b, = (e—d)e+ch. 


6. 
Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wird es zweckmäfsig sein, die 
zwei Fälle zu trennen, je nachdem die Periode en Mittelglied enthält oder nicht. 
Behält man die in ($. 1.) eingeführte Bezeichnung bei, und nimmt zuerst 
an, dafs die Periode ken Mittelglied enthält, und die periodischen Glieder 
4, Ay... Am Sind, so hat man c=gy’+g; d—=gy-+qP: e=N+tp. 
Nach ($. 4.) ist also e eine ungerade Zahl. Ist %, gerade, so muls man 
in (30.) für 4 Null oder alle yeraden Zahlen setzen. Setzt man P,= 2a, 
so ist 4 das Anfangsglied des Kettenbruchs, welcher der Grundzahl entspricht; 


n 


setzt man noch 2% statt A, so dafs man nun für 4 Null oder alle ganzen 
Zahlen zu nehmen hat, so ist die allgemeine Form des Anfangsgliedes «-+ch. 
Ist 9, ungerade, so mufs man für A alle ungeraden Zahlen annehmen. Man 
setze daher 24-41 statt % und nehme wieder für A Null oder alle ganzen 
Zahlen an. Das Anfangsglied des Kettenbruchs, welcher der Grundzahl ent- 
spricht, ist also 3(P,„-+-e), dies setze man wieder —=.a; dann ist die allge- 
meine Form des Anfangsgliedes ach. 

Bezeichnet man daher durch A, die Ate auf die Grundzahl folgende 
Zahl in der Reihe der Zahlen, welchen die periodischen Glieder «a,, @,... «4, 
zukommen, so ist nach (31.): 


32) 4A, — (atch?+%atch) 4, 


und wenn man die Werthe von ce, d, e berücksichtigt: 


33) 4, — (tat +letna tn! 
c 





Sobald bei einer Zahl A, das Anfangsglied des entsprechenden Kelten- 
bruchs, d. h. die gröfste in YA, enthaltene ganze Zahl, bekannt ist, weils 
man auch die wievielie nach der Grundzahl sie sei. Dividirt man nemlich 
das Anfangsglied durch ce, und nimmt die gröfste in diesem Quotienten ent- 
haltene ganze Zahl, so ist es die gesuchte Zahl, da das Anfangsglied = «- ch 
und «<Te ist. Für die Zahl 985 z.B. ist das Anfangsglied 31, und e—=13, 
wie oben gefunden wurde. Die Zahl 985 ist daher die zweite nach der 
Grundzahl; wie ebenfalls schon oben gefunden wurde. 
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Hat die Periode ein Mittelglied k und sind die periodischen Theil- 
nenner wieder 4, &, ... 4„, so it c—=(kg+2y)9; d—=(ky-+y)Qı + gpı; 
e—= (kyı + 2pı)Qı- 

Ist 9, ungerade, so muls auch e ungerade sein, wie schon früher 
bemerkt; und in der Formel 5, = P,„-+ch dürfen für 4 nur ungerade Zahlen 
gesetzt werden.- Schreibt man daher 24-1 statt 4 und nimmt für 4 alle 
sanzen Zahlen, so wird das Anfangsglied des Kettenbruchs, welcher der Grund- 
zahi entspricht, 4/9,—-e), wofür man wieder « setzen kann; die allgemeine 
Form des Anfangsgliedes ist wieder «+-.ch. 

Ist $, gerade und ce ungerade, so mufs man für 4 Null, oder alle 
geraden Zahlen setzen. Man nehme daher 2% statt A und setze für 4 Null, 
oder alle ganzen Zahlen. Hier ist das Anfangsglied des Kettenbruchs, welcher 
der Grundzahl entspricht, 4/,, wofür man « setze, die allgemeine Form des 
Anfangsgliedes ist wieder @-+ ch. 

In diesen zwei Fällen hat man milhin, wenn wieder 4, die Ate auf 
die Grundzahl folgende Zahl bedeutet: 


34) = (atch?+%Xa+cn +2 
und es läfst sich in derselben Weise wie früher angeben, die wievielte nach 
der Grundzahl eine gewisse Zahl ist. 
Ist 7, gerade, und zugleich c gerade (was immer der Fall sein wird, 
wenn % gerade ist), so ist wieder das Anfangsglied des Kettenbruchs, welcher 
der Grundzahl entspricht, 49,=a, die allgemeine Form des Anfangsgliedes 


ist @+4c.Ah und 
(35.) A, = (a+3jc.h?+2(a+340.1) 4 ni 


Hier ist @<T4e. Man findet also die wievielte Zahl nach der Grundzahl A, 
sei, indem man das Anfangsglied durch 4c dividirl und die gröfste in dem 
Quotienten enthaltene ganze Zahl nimmt. 

Die vorhergehenden Formeln gelten auch noch, wenn ,=0, nur 
darf man dann dem A nicht mehr den Werth Null geben; es bedeutet also 
dann A, die Ate Zahl, die Grundzahl als erste gerechnet. 


7. 
Die obigen Resultate enthalten demnach eine wesentliche Abkürzung 
der Berechnung einer Pell’schen Tafel. Man braucht nur denjenigen Ketten- 
bruch derect zu suchen, welcher der @rundzahl entspricht; dann findet sich 
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daraus eine unendliche Zahlenreihe, welche entsprechende Kettenbrüche mit 
der gleichen Periode haben, und deren Anfangsglieder durch die Formel (30.) 
bestimmt werden. Aus den Formeln des vorigen Paragraphen sieht man, dafs 
diese Zahlenreihe eine arö/hmetische Reihe zweiter Ordnung ist; man wird 
also diese Formeln nur dazu nöthig haben, um die ersten zwei auf die Grund- 
zahl folgenden Zahlen zu finden, die übrigen finden sich einfacher durch die 
ersten und zweiten Differenzen. Diese Formeln zeigen aber zugleich, dafs 
die einzelnen Zahlen der Reihe, selbst wenn die Periode des entsprechenden 
Kettenbruchs aus einer nur mälsigen Anzahl Glieder besteht, und wenn auch 
diese Glieder, einzeln genommen, klein sind, dennoch weit von einander ab- 
stehen, und dafs dieser Abstand mit der Anzahl und Gröfse der Glieder der 
Periode rasch zunimmt. So z.B. ist die Zahl 61 die Grundzahl der Zahlen- 
reihe, welcher die periodischen Glieder 1,4, 3, 1,2 zukommen (ohne Mittel- 
glied). Berechnet man nach der Formel (32.) die nächste auf die Grund- 
zahl folgende Zahl, so findet man 14537522; die Zahl 61 ist also unter den 
ersten 14 Millionen, die einzige welcher die periodischen Glieder 1, 4, 3, 1, 2 
(ohne Mittelglied) zukommen. Die practische Bedeutung dieser Abkürzung 
der Berechnung der Pell’schen Tafel wird daher besonders dann sich zeigen, 
wenn die Tafel weit fortgesetzt werden soll. Eben das gilt auch von den 
weiter zu erörternden Abkürzungen. 


S. 

Wie schon im Eingange erwähnt, enthält die Degen’sche Tafel auch 
die Nenner der vollständigen Quotienten, aus welchen sich die Glieder des 
Keltenbruchs ergeben. Auch diese Nenner lassen sich für jede Zahl A, un- 
mittelbar finden, sobald man sie für die Grundzahl kennt. Gesetzt der 
Keitenbruch, welcher der Grundzahl A entspricht, habe das Anfangsglied «, 
auf welches die Glieder 4, «, ... 4, 4,1, U.8. w. folgen, man kennt den 


KA aus welchem man a;,, findet, 


D 
FM . . yA,n+Jı 
man sucht den Nenner D, des vollständigen Quotienten D, 


Nenner D des vollständigen Quolienten 





„ aus welchem 


man in der Entwicklung von y4A, dasselbe Glied «;,, findet. Es sei a--fA 
(wo f=e oder —=%c ist), das Anfangsglied des Kettenbruchs, welcher A, 
entspricht. Dann ist 


(a, a) — A.(a,,a;)”= [a.a,, 4; 4,, a’ —A.(a,a)=+D, 


((« +-f-.h)a,, 4;-- d:, a; ka A,(a,, a;) = +D,; 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LII. Heft1. 3 
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mithin 
+(D,—D) = [2fh.a, a;+-f’h’.a,, a; — (A, — A)a,, a;]a,,a;. 


Erwägt man nun, dafs A, —= («+ fh)’ + un ung A= er 


ist, so findet sich durch eine einfache Reduction: 





+(D,—D) = ?2fha,, a.(a,, 4 — Sg, a;). 


Die Nenner der vollständigen Quotienten, welche denselben Theilnenner des 
Keitenbruchs geben, bilden also eine einfache arithmetische Reihe. 

Es wurde z. B. oben gefunden, dafs 29 eine Grundzahl, die nächst 
folgende Zahl 338 ist, ferner a«—=5, f—=13, d=5, c=13. Die Periode 
besteht aus den Gliedern 2, 1, 1, 2. Man weifs, dafs bei der Grundzahl der 
Nenner des vollständigen Quotienten, aus welchem sich der zweite Theil- 


nenner 1 ergiebt, —=5 ist, und sucht den entsprechenden Nenner für die 
Zahl 338, dann ist, da @, 4 =3; @, «a, —1 (ohne Rücksicht auf das 
Zeichen): 


D,—D = 2.13.3(1— 2) = 12, 


also 


D, == #7, 
Für die nächst folgende Zahl 985 ist das entsprechende I,—5+2.12—=29 u.s. w. 


9. 

Die Erörterungen in ($. 5.) enthalten zugleich die Beantwortung fol- 
sender Frage: Ist eine Zahlenreihe gegeben, so zusammengesetzt, wie es die 
Periode eines Kettenbruchs, welcher einer ganzen Zahl entspricht, sein mufs, 
so dafs also in dieser Zahlenreihe d,. b,, ... d,_ı, die gleich weit von Anfang 
und Ende abstehenden Zahlen, einander gleich sind, giebt es dann ganze Zah- 
len, deren entsprechender Kettenbruch eine aus dieser Zahlenreihe bestehende 
Periode enthält? 

Jedenfalls läfst sich nemlich die Gleichung (26.) auflösen, und für y 


und 5, lassen sich ganze Zahlen finden; für solche Werthe von Ö, wird also 
b,,b 
b, » bn—ı 
bruch mit der Periode d,, b,, ... d,_, und dem Schlufsgliede 5, entspricht, A, 
so hat man nach (25.) 


eine ganze Zahl sein. Nennt man nun die Zahl, welcher der Ketten- 


b,, br 
d-1b)4 
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Je nachdem also für d, gerade Werthe gefunden werden können. oder nicht, 
wird A eine ganze Zahl sein, oder nicht. Setzt man aber 4, —= 25, so heifst 
das, es giebt ganze Zahlen, welchen die Periode d,, ... d,_, zukommt, oder 
nicht, je nachdem für y und 5 yanze Zahlen gefunden werden können, welche 
der Gleichung 
eg —r2db — e 

genügen, oder nicht. Diese Gleichung kann aber immer in ganzen Zahlen 
aufgelöset werden, wenn c eine ungerade Zahl ist, da e und d keinen ge- 
meinschaftlichen Factor haben, oder wenn zugleich ce und e gerade Zahlen sind; 
sie ist dagegen nicht lösbar wenn e gerade und zugleich e ungerade ist. Nun 
wurde schon früher bewiesen ($. 6.), dafs c eine ungerade Zahl sein mufs, 
wenn die einer ganzen Zahl zukommende Periode kein Mittelglied hat; man 
hat also folgende einfache Regel: Wenn die Reihe d,, ... d,_, kein Mittel- 
glied hat, so wird sie die Periode einer ganzen Zahl sein, oder nicht, je nach- 
dem ce eine ungerade oder eine gerade Zahl ist, d. h. je nachdem von den 
zwei Zahlen y und g, die eine gerade, die andere ungerade ist, oder beide 
ungerade sind. Hat dagegen die einer ganzen Zahl zukommende Periode ein 
Mittelglied, so folgt aus den in $. 6. gefundenen Werthen von ce und e, dafs 
c eine ungerade Zahl ist, wenn k und g beide ungerade Zahlen sind; ferner 
werden c und e beide gerade Zahlen sein, wenn A eine gerade Zahl ist (da 
yq und g, nicht zugleich gerade Zahlen sein können), dagegen wird c gerade 
und e ungerade sein, wenn g eine gerade, A eine ungerade Zahl ist. Hat also 
die Reihe d,, ... d,_, ein Mittelglied, so wird sie immer die Periode einer 
ganzen Zahl sein, wenn dieses Mittelglied eine gerade Zahl ist; ist es eine 
ungerade Zahl, so wird die Reihe die Periode einer ganzen Zahl sein, oder 
nicht, je nachdem 4 eine ungerade oder eine gerade Zahl ist. 


10. 

Eine weitere Abkürzung der Berechnung einer Pell’schen Tafel er- 
giebt sich aus der Bemerkung, dafs jede Grundzahl nicht blofs der Anfang 
einer einzigen Zahlenreihe, sondern unzählig vieler Zahlenreihen ist, welche 
die Eigenschaft haben, dafs die in jeder Reihe enthaltenen Zahlen entspre- 
chende Kettenbrüche mit derselben Periode haben. ja dafs überhaupt jede 


(nicht quadratische) ganze Zahl eine Grundzahl für unzählig viele Zahlen- 
reihen ist. 


Man nehme wieder an, die Zahl A sei die Grundzahl aller Zahlen, 
53%# 
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welchen Kettenbrüche mit der Periode 
ve ee 


entsprechen, das Anfangsglied des der Zahl A entsprechenden Kettenbruchs sei a, 
so kann man A auch offenbar als eine Zahl ansehen, welcher die Periode 
(3). Gr Mar an Me A a a Me 

zukommt. Sie mufs zugleich die @rundzahl aller Zahlen sein, welchen diese 
Periode zukommt. Gäbe es eine kleinere Zahl 3, welcher dieselbe Periode 
zukäme, und wäre 5 das Anfangsglied des Keltenbruchs, welcher B entspricht, 
so wäre b<<a, also 24 > 2b; d.h. unter den Theilnennern des Kettenbruchs 
käme einer vor, welcher gröfser als das Doppelte des Anfangsgliedes wäre; 
was, wie bekannt, unmöglich ist. Man kann mithin nach dem früheren Ver- 
fahren, aus dem bekannten Kettenbruche, welcher der Zahl A entspricht, die 
unendliche Zahlenreihe berechnen, welcher die Periode (37.) zukommt. Diese 
Zahlenreihe soll die swerperiodische heilsen, im Gegensatze zu der Zahlen- 
reihe, welcher die Periode (36.) zukommt, und die eönperiodische heilsen 
soll. Der einperiodischen Zahlenreihe kommt also eine Periode nf oder oAne 
Mittelglied zu, während die Periode der zweiperiodischen Zahlen immer ein 
Mittelglied 24 hat. Man sieht leicht, wie sich diese Betrachtungen weiter fort- 
setzen lassen. Die Zahl A ist nemlich auch die Grundzahl der dreiperiodischen 
Zahlenreihe, welcher die Periode 


(33) GM, Gy... Gy 28, Ay ns sc ir As RU, rs a u a 


zukommt, und diese Periode wird een Mittelglied oder Aeenes haben, je nach- 
dem die Reihe (36.) ein solches hat, oder nicht hat. Indem man so fortfährt, 
kann man demnach allgemein A als die Grundzahl einer n periodischen Zah- 
lenreihe ansehen, und dieser Zahlenreihe kommt immer eine Periode mit einem 
Mitielgliede zu, wenn n eine gerade Zahl ist, während sie, wenn n ungerade 
ist. ein solches enthalten, oder nicht enthalten wird, je nachdem das eine oder 
das andere bei der Reihe (36.) der Fall ist. 


Aber auch jede Zahl aus jeder dieser Zahlenreihen kann wieder als die 
Grundzahl unzählig vieler Zahlenreihen angesehen werden. Man nehme z.B. 
eine Zahl A,, welcher die Periode (36.) zukommt, das Anfangsglied des ihr 
entsprechenden Kettenbruchs wird also in der Form «--f%h enthalten sein. 
Nun kann man die Zahl A, auch als eine solche ansehen, welcher die Periode 


(39.) ds, d;, Fa /FE 4dıs 2a+?2fh, dı> üd; , N d; , a, 
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zukommt, und zwar zeigt das schon oben angewandte Raisonnement, dafs sie 
die Grundzahl aller Zahlen sein mufs, welchen diese Periode zukommt. Man 
kann mithin wieder aus dem bekannten, der Zahl A, entsprechenden Kelten- 
bruche, alle Zahlen ableiten, welchen die Periode (39.) zukommt. Eben so 
kann man aber auch A, als die Grundzahl der Zahlenreihe ansehen, welcher 
die Periode 


(40.) 4, 42... 4, 4, 2a+2fh, U, Gy... 4, A, 2a+2fh, a, a, ... Ay, d, 


entspricht, und indem man so fortfährt, ergiebt sich, dafs A, die Grundzahl 
unzählig vieler Zahlenreihen ist. Insofern mithin jeder ganzen (nicht quadra- 
lischen) Zahl eine gewisse Periode zukommt, ist auch jede solche Zahl die 
Grundzahl unzählig vieler Zahlenreihen; woraus zugleich folgt, dafs die An- 
zahl der Grundzahlen unendlich grofs ist. 

Unter der Voraussetzung, dafs sich die Periode (36.) nicht wieder auf 
eine einfachere zurückführen läfst, wie (37.) auf (36.), werde ich die Grund- 
zahl, welcher die Periode (36.) zukommt, die Urzahl aller Zahlen nennen. 
die in den daraus abgeleiteten Zahlenreihen enthalten sind. 

Eine solche Urzahl ist z. B. die Zahl 2, deren entsprechender Ketten- 
bruch die Theilnenner i, 2, 2, 2, ... enthält. Hier ist «—=1, betrachtet 
man den nächst folgenden Theilnenner 2 als das Schlufsglied der Periode, so 
ist hier die Periode (36.) gar nicht vorhanden, oder die eönperiodische Zah- 
lenreihe hat eigentlich gar keine Periode. Unter dieser Voraussetzung ist 
c—=1, d=0, e=1; die allgemeine Form des Anfangsgliedes ist 1-4, und 
die einperiodische Zahlenreihe ist nach (34.) 


RE... 


Stellt man sich dagegen vor, dafs der zweite Theilnenner 2 das Schlufsglied 
ist, so enthält die Periode den einzigen Theilnenner 2, also ce—=2, d—1. 
e=0, und die zwerperiodische Zahlenreihe ist 


6, -.12,30, ... 
Betrachtet man die zwei Theilnenner 2, 2, als die Periode, also den dritien 
Theilnenner 2, als das Schlufsglied, so ist c—=5, d—=2, e—=1 und die drei- 


periodische Zahlenreihe ist 
41, 130, 269, 458, ... 


u. S. W. 
Nimmt man nun z. B. aus der einperiodischen Zahlenreihe die Zahl 5, 
so kann man dieselbe wieder als die Grundzahl der Zahlenreihe ansehen. 
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welcher die Periode 4 zukommt, und erhält so die Zahlenreihe 

18, 39, 68, 105, ... 
Betrachtet man dagegen 5 als die Grundzahl der Zahlenreihe, welcher die 
Periode 4, 4 zukommt, so erhält man die Zahlen 


370, 1313, 2834, ... 


u. s. w. Die zu allen diesen Zahlen gehörenden Kettenbrüche sind also be- 
kannt. sobald man den zur Urzahl 2 gehörenden Kettenbruch kennt. 


n1. 


Eine andere wesentliche Abkürzung der Berechnung einer Pell’schen 

Tafel ergiebt sich aus folgendem Satze: 

l. Wenn es eine Grundzahl A giebt, welcher die periodischen Glieder 

(41.) nn Si 
ohne folgendes Mittelglied zukommen und es ist «4, >1, so giebt es 
auch eine Grundzahl 3, welcher die periodischen Glieder 

682.7: 91, , 1, 4.235 
ohne folgendes Mittelglied zukommen, und umgekehrt. 

ll. Wenn es eine Grundzahl A giebt, welcher die periodischen Glieder (41.) 
nebst einem folgenden Mit/elgliede k zukommen, so giebt es auch eine 
Grundzahl 3, welcher die periodischen Glieder (42.) nebst dem folgen- 
den Mittelgliede % zukommen, und umgekehrt. 

Man nehme zuerst an, der Grundzahl A komme die Reihe (41.) oAne fol- 

gendes Mittelglied zu, das Anfangsglied des entsprechenden Kettenbruchs sei a. 

Berücksichtigt man die in ($.6.) bestimmten Werthe von e, d, e, so folgt 

aus der Gleichung (26.). dals es eine ganze Zahl y giebt, welche durch die 

Gleichung 








__ 2a tMPp)tntP 
a 7+% 
bestimmt wird. Nun setze man für den Augenblick , =1, = w—1, 
G;=l, ... Omsı=4,, so dafs die Reihe (42.) in 


(44.) Cs O2. . Om+ı 


übergeht. Es sei @,, „u =0; u, un = 0; %, mnuım=0; 9, &.—=P:; 


so ist =4; =; ) =y—4; P=Ww-—p. 


Er 
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Zunächst sieht man also, dafs die Reihe (44.) die Reihe der perio- 
dischen Glieder einer ganzen Zahl B ist, da von den zwei Zahlen © 
und @, die eine gerade, die andere ungerade ist ($.9.). Selzt man nun 
+9, =r+n=E QI/H+QP= + (nt) d; Qi+Pi= 
tt t+m—KnFt plc; soitc—=c; d—c—d; !e =c+e—2d, 
und nennt « das Anfangsglied des der Zahl B entsprechenden Keltenbruchs. 
so giebt es eine ganze Zahl @, welche durch die Gleichung 

6 — lite en tRp It = Eat tri—2 In Ft gP,) 

74% 





bestimmt wird, nemlich 





2 H+ri —2(e +1) (a9, +9P:) 
G = 2a+1- Paar. 

Setzt man nun @—=2?— (a1) und berücksichtigt die Gleichung (43.), 
so zeigt sich, dafs = A(g’-+g;) sein mufs, wo A jede ganze positive Zahl 
bedeuten kann. Daher ist « nothwendig in der Form A(g’+g,)— (a+1) 
—he—(a-+-1) enthalten. Um also das Anfangsglied zu erhalten, welches 
der @rundzahl B zukommt, mufs man den kleinsten positiven Werth von 
he—(a-+1) nehmen. Nun kann aber nicht «+1 = c sein, denn wäre dies, so 
müfste das gesuchte Anfangsglied mindestens —= 2c — (a+1)=c sein, während 
nach der Voraussetzung das Anfangsglied kleiner als c sein mufs, da e nicht 
Null ist ($. 5.). Mithin ist e— (4-1) > 0 und also das Anfangsglied des 
Kettenbruchs, welcher der Grundzahl B entspricht, = ec — (a+1). 

Die Zahlen A und B sollen conjugirte Grundzahlen heilsen, und 
zwar die Zahl A, bei welcher das erste periodische Glied gröfser als die 
Einheit ist, die prömäre, die andere, wie hier B, die secundäre. 


Aus der Formel (32.) findet sich 


2ud 
(5)A=d4+ +, 


Ü 


 e+e— 2 
2 | 





(46.) B=(-0-1)4%0-0-1) 545 —(c-a-174+2%0-0-1 = 


Die Zahl A wird also gerade oder ungerade sein, je nachdem a’c-+e gerade 
oder ungerade ist. Entwickelt man aber den Werth von B und berücksich- 
tigt, dafs c—1 eine gerade Zahl ist, so sieht man, dafs B gerade oder un- 
gerade ist, je nachdem a’c+e-1 gerade oder ungerade ist. Von den zwei 
conjugirten Grundzahlen ist also immer die eine gerade, die andere un- 
gerade. 
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Bezeichnet man durch 3, die Ate Zahl in der Zahlenreihe, deren 
Grundzahl B ist, und setzt B, statt B, so findet sich nach der Formel (32.): 





7 gr 1,1? ar u, We RE 2 
Be fer ne Are — (a— he’ +Xa— he) +2. 


Diese Formel stimmt also genau mit (32.) überein, sobald man — A statt A 
setzt. und man sieht daraus, dafs die beiden Zahlenreihen, welche aus den 
zwei conjugirlen Grundzahlen entspringen, durch eine und dieselbe Formel 
ausgedrückt werden. Es ist daher nur nöthig, den Kettenbruch zu kennen, 
welcher der einen Grundzahl entspricht. Es ergeben sich daraus die Kelten- 
brüche, welche den beiden Zahlenreihen entsprechen. 

Der Formel (33.) analog, erhält man auch 





(47.) MORE Ka—ch)hga+q,+la -chutr], 
= 


Von den zwei Zahlen A und B wird die erste die yröfsere oder die 
kleinere sein, je nachdem « gröfser oder kleiner als e— (a-1) ist, d.h. je 
nachdem 2@--1 gröfser oder kleiner als e ist. It e=2a-+1, so wird B die 
grölsere sein. Da nemlich allgemein 4 >a,g, und ,>«,p, und nach der 
Voraussetzung znendestens a, — 2 ist, so hat man g > 24,5 9% > 2p,, mithin 


17% > 2497 Pr); 
d.h. e>2d und e— d>>d, mithin folgt aus den Formeln (45. und 46.). dafs 
B>A ist. Da c eine ungerade Zahl ist, so läfst sich kürzer sagen: die grö- 
fsere Zahl wird A oder BD sein, je nachdem 24 gröfser oder kleiner als e ist. 
Es wurde früher ($.5.) z. B. gefunden, dafs 29 eine Grundzahl ist; 
die periodischen Glieder sind 2, 1, also ist 29 eine prömäre Grundzahl. Fer- 





ner ist a =5, c—=193, d=5, e=2, also die secundäre Grundzahl —= 58, 
das Anfangsglied des entsprechenden Kettenbruchs ist 13 — (5+1)=17 und 
die periodischen Glieder sind 1, 1, 1. 

Man nehme nun an, der Grundzahl A komme die Reihe (41.) nebst 
dem folgenden Mittelgliede 4 zu, das Anfangsglied des entsprechenden Ket- 
tenbruchs sei wieder «. Berücksichtigt man die hier geltenden Werthe von 
c, d, e, so findet man wieder aus (26.), dafs es eine ganze Zahl y giebt, 
welche durch die Gleichung 


(as) ee 





(ky+24,)9 sh c 
bestimmt wird. Behalten nun die Gröfsen @, Q,, Q,, P, ihre früher bestimmten 
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Werthe, so hat man wieder: 


‘= (kO-+ 200 = (kg + 29)9 =16, 
d' — (kO- Q,) 0, + er = (kg + go) — Yı)+4(9 — Pı) —c—d, 
e — (kQ, +2P,) Q, = !ky— 4)+2(p —P)l(g —Yı) = e+e—2d. 


Nun ist ($.9.) entweder y eine ungerade Zahl, wenn %k eine ungerade 
Zahl ist, also dann auch (@ ungerade, oder es ist % eine gerade Zahl. Jeden- 
falls kommt mithin die Reihe (42.) einer ganzen Zahl B zu. Nennt man da- 
her das Anfangsglied des entsprechenden Kettenbruchs «&, so mufs es eine 
ganze Zahl @ geben, welche durch die Gleichung 








G— hd —2(e+1)— nr Lu 
bestimmt wird. Setzt man «—=:?—(a-+1), so folgt aus (48.), dafs, wenn % 
jede ganze positive Zahl bedeutet, 2—=4e oder ?—=!he ist, je nachdem « 
ungerade oder gerade ist. Mithin ist im ersten Falle e—(a--1) und im zwei- 
ten 4c—(a+1) das Anfangsglied des der @rundzahl B entsprechenden Ket- 
tenbruchs, da auch hier wieder nicht «+1 = c oder = }c sein kann. 


Auch in diesem Falle sollen die Zahlen A und B conjugirte Grund- 
zahlen heifsen, und, wie im früheren Falle, als primäre und secundäre un- 
terschieden werden. 


Ist ce eine ungerade Zahl, also auch 4, so gelten die Ausdrücke 
(45. und 46.) unverändert. Also ist auch wieder eine der conjugirten Grund- 
zahlen gerade, die andere ungerade. Ist dagegen ec eine gerade Zahl, so 
wird zwar noch immer A durch die Formel (45.) bestimmt, dagegen erhält man 


(49) B= (lc—-a—1}-42(4c—a-—1) et ran 





Entwickelt man diesen Ausdruck. so findet sich, dafs B eine gerade oder 
eine ungerade Zahl ist, je nachdem A-+(}e—1)’— d--1 gerade oder un- 
gerade ist, also (da d ungerade sein mufs, weil ce gerade ist), je nachdem 
A-+(4c—1)’ eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. Ist mithin $c eine 
ungerade Zahl, so werden A und B zu gleicher Zeit gerade oder ungerade 
sein, ist dagegen 4c gerade, so wird eine dieser Zahlen gerade, die andere 
ungerade sein. Man bemerke noch, dafs jedenfalls, wenn c gerade sein soll, 
eine der Zahlen % und g gerade sein mufs. Da aber nach ($.9.) nicht zu- 
gleich 4 ungerade und y gerade sein kann, so mufs Ak gerade sein. 
Crelle’s Journal £.d.M. Bd. LIII. Heft 1. 4 
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Dem Vorhergehenden zufolge kann man die beiden Fälle, wenn die 
den Grundzahlen entsprechenden Perioden ein Mittelglied haben oder nicht, 
in dem Satze zusammenfassen: 

Die zwei conjugirten Grundzahlen werden zu gleicher Zeit gerade und 
ungerade sein, wenn ce von der Form 4n--2 ist, in allen andern Fällen 
ist die eine Grundzahl gerade, die andere ungerade. 

Die Zahl 28 z.B. ist eine Grundzahl, das Anfangsglied ist = 5, die 
Periode 3. 2, 3, mithin e—=24, also 4c eine gerade Zahl, die conjugirte 
Grundzahl ist 45. Die Zahl 52 ist eine Grundzahl, das Anfangsglied ist 7, 
die Periode 4, 1, 2, 1, 4, also 4£==45; die conjugirte Grundzahl ist 1428. 

Bezeichnet man wieder durch BD, das Ate Glied in der Zahlenreihe, 
deren Grundzahl B=B, ist, so findet sich auch in dem Falle, wenn die 
Periode ein Mittelglied hat, wie in dem früheren, sobald c ungerade ist, 


D; 


ı 


a d e 
— (a—hc) +2 (a— he) — + — 
k / | c Ce P] 


d. h. es werden wieder die beiden Zahlenreihen, welche aus den conjugirten 
Grundzahlen entspringen, durch dieselbe Formel ausgedrückt, je nachdem man 
für 4 alle ganzen positiven Zahlen (Null eingeschlossen) oder alle ganzen 
negativen Zahlen nimmt. Ist c gerade, so ergiebt sich 
a2 ı 2lAdc— wenn Fed 
B,— [h4c—(a+1)P 4 [hte (a+DJte d)+c-+e—2d 


c 





\2 %)/ d e 
—=(a—Ic.h) r2?(a—3c.h) + w 


Vergleicht man diese Formel mit (35.), so zeigt sich, dafs wieder 
die beiden aus den zwei Grundzahlen entspringenden Zahlenreihen durch 
dieselbe Formel ausgedrückt werden, sobald A positiv und negativ angenom- 
men werde. 

Ist ce eine ungerade Zahl, so folgt wieder wie früher, dafs von den 
zwei Zahlen A und B die erste die gröfsere oder die kleinere sein wird, 


je nachdem 24 -- 1 gröfser oder kleiner als ce ist. Eben so findet sich, wenn € 
gerade ist, dafs A die gröfsere oder die kleinere Zahl sein wird, je nachdem 
2a--1 grölser oder kleiner als 4e ist. Ist, wenn c eine ungerade Zall ist, 
ce—=?2a-+1, oder, wenn ec eine gerade Zahl, 4c=2a--1, so wird die 
secundäre Grundzahl die gröfsere sein. Denn da e=(k4y-+4)9+44;5 
d= (kg 9,)g1-7-gp, und g>2g,; ,>2p: ist, so folgt ce>2d, also, nach 
den Formeln (45, 46 und 49.), A<B. 
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12. 

Nach diesen Betrachtungen kehre ich nochmals zu dem Falle zurück. 
wenn es eine Grundzahl A giebt, deren entsprechender Kettenbruch kein 
Mittelglied hat. Ich nehme wieder an, dafs das Anfangsglied « und die 
periodischen Glieder @,, @,, ... a, sind. Nach der Formel (33.) hat man 


1 era ten te), 





Nun ist, vermöge der Bezeichnung in ($.1.), p= “+4; pm = ay-p.: 
Setzt man also noch für e seinen Werth g°--g/, so hat man 





(50.) A =— PTPs === tm M’+lrga—p, 1) 








ie He +) 
Es sei 
s— PhtPel. „—PI—Pı% 
BE an 


so ist A=f+uw’. Nun ist aber leicht zu zeigen, dafs t und u ganze Zahlen 
sind. Denn aus der Gleichung 


(51.) P%h—PI = +1 
folgt 
PP = pn —p,g) und 
PI,TPItTPtR) = tr) 
Nach (50.) ist aber offenbar p®-+p, durch g°--g, theilbar, folglich mufs auch 
Pgu+-p,g durch g3--g, theilbar sein, d.h. # ist eine ganze Zahl, mithin mufs 
auch % eine ganze Zahl sein. Aus (33.) ergiebt sich aber, dafs man den 
Werth von A, aus dem Werthe von A findet, wenn man p-+-chg statt p und 
Pot chg, statt p, setzt. Setzt man also 
(52) 1, FEAT ER Tn — 4 2gyu, 


(53.) u, — p+ chq) a entu)te Lit u (’—10) h, 








so erhält man 


4, (t+ 2’ + a NY —H+W; 
d.h. sobald der Kettenbruch, welcher der Zahl A, entspricht, kein Mittelglied 
hat, ist diese Zahl die Summe der Quadrate zweier ganzen Zahlen. Da 
nun nach ($. 2.) der Kettenbruch, welcher einer Primzahl von der Form An-1 
entspricht, kein Mittelglied hat, so ist namentlich jede solche Zahl die Sunme 
zweier (Quadrate in ganzen Zahlen. Gewöhnlich wird dieses bekannte 
4* 
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Theorem in einer andern Form aus der Theorie der Kettenbrüche abge- 


yArtJı 


leitet. Ist nemlich D, der vollständige Quolient, aus welchem sich das 





letzte periodische Glied «a, ergiebt, so beweiset man, dafs A,— J;-+D; ist. 
« Es ist leicht zu zeigen wie dies mit den obigen Formeln übereinstimmt, welche 
aber den Vorzug haben, dafs sie unmittelbar nachweisen, wie die zwei Quadrat- 
zahlen aus den Theilnennern des periodischen Kettenbruchs zusammenge- 
setzt sind. 
Sind nemlich P und P, die Zähler der redueirten Brüche, welche be- 
züglich den Kettenbrüchen mit den Theilnennern 
a+ch, A, Ar, ... An 


und 


gleich sind, so ist 
P=(a+ch)g+g=p+chg; P,=(a-+ch\p-+Pp=Pı+ chq,. 


mithin 








_ PautPg. _ Py—B% er 
ni ae ne. 
auch ist Pu, — Pıy = Wı —-Ppıg = +1. Nun ist bekanntlich +J, = 


A,g9, —PP,, wo das Zeichen, wie in der vorhergehenden Gleichung, zu neh- 
men ist. Substituirt man statt A, seinen eben gefundenen Werth, so ergiebt sich 
:| p: 

+ = gg — PP,= Fran hn), 
also J,— u,. Unter denselben Umständen ist +D, = P?’— A,g’, setzt man 
auch hier statt A, seinen Werth, so findet man eben so D, =1,. 

Es scheint aber noch nicht bemerkt worden zu sein, dafs sich mit 
Hülfe der Kettenbrüche auch der bekannte wichtige Ergänzungssalz beweisen 
läfst, dafs die Zahl A,, wenn sie eine Primzahl ist, sich nur auf eine ein- 
zige Weise in zwei Quadrate zerlegen läfst. 

Wenn nemlich in einem Kettenbruche alle Theilnenner in umgekehrter 


Ordnung wiederkehren, so dafs die Theilnenner dieses Kettenbruchs 





Cs Os .o.. On Ün .... O9 0, 


sind, und es ist M der Zähler, N der Nenner des reducirten Werths dieses 
Kettenbruchs, so wird N?--1 durch M theilbar sein. Denn es ist 


M= (0, m)" + (0; Am)» 


N = 0, Om», Amt 0; Omi .029 Om—13 
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ferner 
(5 Am +25 Ami — Ay Om: Or,  — 1, 
also 
N? -+ 1 = (a, On )” + (0, Om) ] [(e, m) 4 (2, ER 
mithin ist N?-+-1 durch M dividirbar oder N’== —1 (mod. M). 


Ist A, eine Primzahl, so kann der Congruenz x’ = —1 (mod. A,) 
durch nicht mehr als zwei Werthe von , die kleiner als A, sind, genügt 
werden; nennt man den einen z’, so ist der andere A,—x'. Nun sei 
A,=t;--uj gefunden worden. Die Zahlen , und «, können keinen ge- 
meinschaftlichen Factor haben. Man nehme die gröfsere als Zähler, die klei- 
nere als Nenner eines Bruchs an und verwandle den Bruch in einen Ket- 
tenbruch, dessen Theilnenner 5,, 5. .... d, sein sollen. Man hat also 


A,=(b,,b,”-+(b,,b,). DBezeichnet man durch — den Werth des Ketten- 


$ 
bruchs, dessen Theilnenner 5,, d,_1> --- 01; di, Bd, ... d„ sind, so ist 
s— A,, mithin s’ < A, und s*=—1 (mod. A,). Man kann daher s’ —= x’ 
setzen. Könnte nun A, noch auf andere Weise in zwei Quadrate zerlegt 


werden, etwa in A,=R’-- 8”, so sei R>S. Man verwandle 2 in einen 


Kettenbruch, dessen Theilnenner &,, &, .... «&„ sein sollen, so dafs 
A,= (0,, @&„)”+ (0, ,„) ist. Bildet man nun den Kettenbruch, dessen Theil- 
DENnEr &,s> +++ Os us... &„ Sind, so wird der Zähler des reducirten Werths 
dieses Kettenbruchs = A, sein, der Nenner sei 3. Mithin müfste P’= —1 
(mod. A,) sein, und da B<< A, ist, entweder B=r'—=s', oder B—= A, —$. 


An 


Im ersten Falle wäre also — 2, d.h. die zwei Kettenbrüche, deren Theil- 


nenner d,, ... d,, d1, ... d, und as «.. As Aus ».. &„ Sind, wären ein- 
ander gleich, also auch d,, 5,—o,, an; &,, d,—=%, a„. Im zweiten Falle 

















2 
wäre e._— rl A’ d.h. 
A, DERE 
1 1 
m amt, , 1 > 1 
+ 1 etz + 42 
& n— . BE EEE: 
dur PR ws. N 
Em ''b+ 





n—1+- 
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also wieder d,, d,—=4,, ü„; bs, D,—=G;, “m. Die Primzahl A, kann mithin 
nur auf eine Weise in zwei Quadrate zerlegt werden. 


Übrigens bietet die Gleichung (24.) noch ein anderes Mittel dar, jede 
Zahl A, in zwei Quadrate zu zerlegen. Es sind zwei Fälle zu unterscheiden. 
Setzt man nemlich jetzt Py+P gq,= x, und wie früher 9’ +g,=y,, So hat 
man A,y,— 2, —=1. 

Ist erstens A, x,, so folgt aus der letzten Gleichung, dafs yu< x, 
ist; in dem Bruche Z sind also Zähler und Nenner bezüglich kleiner als in 


Yo 





A, ö i : 
dem Bruche —. Da A, und x, keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so 


Lo 


Aus u r . 
verwandle man — in einen Kettenbruch, dessen Theilnenner b,, b,, ... b, 


Ko 


sein sollen, so dafs A,—=b,,b,.; &, = b,, b. ist. Ist =» eine gerade Zahl, 
so hat man A,.b,, d._ı — X,.dı, d„_, 1, mithin y,=b,, d._ı, 2b; d-ı- 





L m 1, . T 
Hieraus folgt = JOROR Ouröm.. d.h. — ist der Werth des Kettenbruchs, dessen 


’ v b, ’ bm-ı Lo 


Theilnenner 5b, d„_1> ::- 2, sind, also ist 4, =d5,; , —=b,_ı, u.s.w. In 


dem Kettenbruche, welcher 2 gleich ist, kehren folglich dieselben Theilnenner 


0 


in umgekehrter Ordnung wieder, und da m eine gerade Zahl ist, so hat er 
kein Mittelglied, seine Theilnenner werden mithin d,, b,,... d,, db, :..6,, db, 
sein. Hieraus folgt 


An _ (b,, bn)?-+(b,, bu)? 
% . I. B FERNE 





Da nun A, und x, keinen gemeinschaftlichen Factor: haben, so ist A, = 
(b,5,)-+-(b,.b,_,) also die Summe zweier Quadrate. Ist »n eine ungerade Zahl 


und bedeutet n den redueirten Werth des Kettenbruchs, dessen Theilnenner 





bi» b5, ... d,—1 sind, so hat man A,s’ — xz,.s=1, also 2,=s, d.h. es ist 
A, 1 A, 
——b+ Eu. 1 —4—1+- 1 
KL a a a a > Ss 
Int Tu 
1 b, 
also el, beb,—, s—b,_.., %8W., 


Ar. i 
oder — ist der Werth des Kettenbruchs, dessen 1, b,. ... 6,, b,,...5,, 1 


4 0 


sind, mithin ist A, wieder die Summe zweier Quadrate. 
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Ist zweitens A,< x, so ist y>%,; in dem Bruche Z sind also 
h 


Zähler und Nenner bezüglich kleiner als in dem Bruche ze Nun haben y: 


‚2 
und x, keinen gemeinschaftlichen Factor. Verwandelt man daher 2% in einen 
KL) 


Kettenbruch, so wird, wie im vorhergehenden Falle, bewiesen, dafs die Theil- 
nenner sich in umgekehrter Ordnung wiederholen müssen, und etwa «,. &,... @,; 


j LE) : . 
&u5 «a, O, Sid. A, ist daher der vorhergehende Näherungswerth, oder 
der Werth des Kettenbruchs, dessen Theilnenner «,, @&, ... &,, &,, ... & 


sind, mithin A, = (%, @,)”+ (0%, 0,_1)"- 
Für die Zahl 41 z. B. ist a mithin A, > x, und 
A 


An 
Ri a. T 
% VD 
4 
KLZT. 
37T 
mithin A,—=5°-+4°. Für die Zahl 61 ist z,— 29718, also A,< x, und 
E47 4 — mithin A, — 6° 15°. 
54 — 
14 — 
145 


Ein ähnliches Verfahren hat schon Serret angewandt. (Journal des 
Mathematiques T. 13.) 


13. 
Setzt man zur Abkürzung ?—g;—=a und %4q,=P, so folgt aus 
(52. und 53.) 


,—=t-+Ph; u,=u-+oh 
und 
at, — Pu, = at— Pu. 
Aus den Werthen von ? und  ergiebt sich aber 


A— Pu—=pg—Ppn— Fr, 
mithin allgemein: 


(54) at, — Pu, = Fl, 
wo das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem in der 
Gleichung (51.) das obere oder das untere Zeichen gilt. Also sind Z, und «, 











32 1. Stern, zur Theorie der periodischen Kettenbrüche. 


zusammengehörende Werthe der ganzen Zahlen z und v, welche der unbe- 
stimmten Gleichung 
(55.) z—fpPv = Fl 

Genüge leisten. Diese Gleichung ist immer auflösbar; denn da g und g, 
keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so gilt dasselbe von 4°’ —g, und gg,. 
Nun ist aber auch 9’ —g,, eine ungerade Zahl, da von den Zahlen g und g, 
die eine gerade, die andere ungerade sein mufs, mithin sind « und / relative 
Primzahlen. 

Die Zahlen 2 und w, welche der Grundzahl A entsprechen, sind 
aber die kleinsten zusammengehörenden positiven Werthe, welche der Glei- 
chung (55.) entsprechen. Gäbe es nemlich zwei kleinere zusammengehörende 
Werthe dieser Art, die ‘ und w' heifsen mögen, so wäre !—=t— Pk und 
u" —u-— ak, wo k irgend eine ganze positive Zahl bedeutet. Also #-+ u’ 
— "u" 42 Bl +au)k+(a PP). Nun ist + =A, Helge; 
es wäre demnach yA>>c, während die gröfste in yA enthaltene ganze Zahl « 
kleiner als e sein mufs ($.5.). Die allgemeine Auflösung der Gleichung (55.) 
ist demnach in der Form 

z—t-4Ph; v—=urtalh 

enthalten. Vergleicht man diese Werthe mit den Werthen von /, und %,, so 
ergiebt sich, dafs die Zahlen /, und #,, deren Quadratsumme die Ate Zahl 
in der Zahlenreihe giebt, deren Grundzahl aus der Summe der Quadrate von 
{ und « besteht, zugleich die Ate Auflösung in positiven ganzen Zahlen der 
Gleichung (55.) geben. welche auf die Auflösung in den kleinsten positiven 
sanzen Zahlen f und « folgt. Zugleich enthält das Vorstehende eine einfache 
Auflösung folgender Aufgabe: Wenn man die Periode @,@,...4,, 4.,:..4,4, 
kennt, die einer gewissen Zahlenreihe zukommt, die Grundzahl A dieser Reihe. 
und zwar als Summe zweier Quadrate ausgedrückt, zu finden. 

Wie in ($.11.) bewiesen wurde, findet man die der Grundzahl A con- 
jugirte Grundzahl 3, wenn man in dem Werthe von 4, statt A überall — A 
und dann A=1 setzt. Nun ist 

4, = (t+ Ph’-+(u-+ah), also 

B= — P}Y—-(u— a). 
Es muls aber £<P und «<Z« sein. Wäre nemlich 2> und zugleich 
u> ce, so wäre Ü+-wW>a’+/°, d.h. es wäre A>c’, was, wie schon be- 
wiesen, nicht sein kann. Wäre ?>> ? und zugleich © > u, so wäre at — Bu 


R 
REEzwe0 uuu 
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positiv und gröfser als die Einheit und könnte also nicht F1 sein. Eben so 
wird bewiesen, dafs nicht $ >? und zugleich «> « sein kann. Setzt man 
daher ?—t—=t und a —u=u', so sind ! und w posilive Gröfsen und 
man findet 
B= "tu". 

Zugleich ist auch 

(6) e— Pu —= +1, 
je nachdem 

(57.) a— Pu = Fi 
ist, und man sieht zugleich, dafs ! und «' die kleinsten zusammengehörenden 
Werthe sind, welche der Gleichung (55.), mit entsprechenden Zeichen ge- 
nommen, genügen. 


Der Grund dieses Zusammenhanges zwischen den Gröfsen und u 
einerseits und den Gröfsen und «’ andererseits, ist leicht zu sehen. In der 
Gleichung (51.) ist nemlich das obere oder das untere Zeichen zu nehmen. 
je nachdem die Anzahl der Theilnenner a, «,. ... a, gerade oder ungerade. 
d. h. je nachdem die Anzahl der periodischen Glieder ungerade oder gerade 
ist. Es gilt also auch in der Gleichung (55.) das obere oder das untere 
Zeichen, je nachdem die Reihe «,, @&, ... a, eine ungerade oder eine gerade 
Anzahl Glieder hat. Nun sei a, —>1, so dafs B die Grundzahl der Zahlen- 
reihe ist, welcher die periodischen Glieder 1, —1, @,, ... a, zukommen. 
Behalten @ und @, die in ($. 11.) angenommene Bedeutung, und setzt man 
0 —- 0, = «u; 200,=P'; so muls man, um ! und « zu finden, die klein- 
sten Werthe nehmen, welche der Gleichung «'z — P'v— 1 genügen, da aber 
O—=g und Q,—=Y,, so ist auch "= a und =; es ist also die Glei- 
chung e&2 — Pv—=F1 aufzulösen. Nun ist die Anzahl der Glieder 1, w—1, 
4y, ... 4, gerade oder ungerade, je nachdem die Anzahl der Glieder «,, 
dry... 4, ungerade oder gerade ist, man mufs mithin in der letzten Glei- 
chung, wenn man ? und « finden will, das obere oder das untere Zeichen 
nehmen, je nachdem man, um / und « zu finden, das untere oder das obere 
Zeichen nehmen mulfs. 


14. 

Aus der Gleichung (54.) folgt, dafs £, und %, keinen gemeinschaft- 
lichen Factor haben, also namentlich nicht beide gerade Zahlen sein können, 
mithin kann A, nicht durch 4 theilbar sein. Da ferner ß eine gerade Zahl 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LIII. Heft 1. o) 
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ist, so mufs Z, immer ungerade sein; mithin wird « gerade oder ungerade 
sein. je nachdem A, ungerade oder gerade ist. Es ist dies eine Verallge- 
meinerung des von G@aufs bewiesenen Satzes, dafs /, ungerade, «, gerade ist, 
wenn A, eine Primzahl ist. (Disquisit. arithm. art. 265.) Die vorhergehenden 
Betrachtungen führen aber noch weiter, indem sie zugleich ein Kennzeichen 
angeben, mittels dessen sich entscheiden läfst, ob /, von der Form An--1 oder 
In--3 ist. Da nemlich eine der Zahlen g und g, gerade ist, so ist 5 durch 
4 theilbar. Gilt daher in (54.) das obere Zeichen, d.h.: ist die Anzahl der 
periodischen Glieder ungerade, so mufs eine der Zahlen « und /, in der Form 
4n--1, die andere in der Form 42 --3 enthalten sein, gilt dagegen das untere 
Zeichen, d.h. ist die Anzahl der periodischen Glieder gerade, so müssen beide 
Zahlen in der Form 4-1 oder beide in der Form 4n-+-3 enthalten sein. 
Nun ist aber «@ in der Form An +1 oder in der Form 42-3 enthalten, je 
nachdem 4 ungerade oder gerade ist. Man hat mithin folgenden Satz: 
Die Zahl /, (oder D,) wird in der Form 4»--3 enthalten sein, wenn 
y und die Anzahl der periodischen Glieder beide gerade oder beide un- 
serade Zahlen sind. Ist dagegen eine dieser Zahlen gerade, die andere 
ungerade, so ist #, in der Form 4n-+1 enthalten. 
Hieraus folgt zugleich, dafs © in der Form A4nf1 enthalten ist, je nachdem { 
die Form 4n+1 hat. 











13. 
Es sei 
lt 
er. N 
htT: 
wo auch 2==0 sein kann. Ferner sei 
TER” ‚ 1 
" Br 2 
a ee 
rl 
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Es wird vorausgesetzt, dafs und Ö relative Primzahlen sind; eben so 
y' und d’. Man bat also 


| 


od — By de, 


ed — Py = Fi, 


wo die oberen oder die unteren Zeichen zu nehmen sind, je nachdem die An- 
zahl der Theilnenner /, I, &, ... £, gerade oder ungerade ist. Nun wurde 
früher bewiesen, dafs, je nachdem die Anzahl der periodischen Glieder «,. 
dy, ... Ad, gerade oder ungerade ist, in den Gleichungen 

ed — Mu — +1. 

oa — Pu’ = Fi 
das obere oder das untere Zeichen genommen werden mufs. Da nun /, 
und 7, «' die kleinsten zusammengehörenden positiven Werthe bedeuten, welche 
diesen Gleichungen genügen, und diese kleinsten Werthe andererseits bezüglich 
durch d, y und Ö’, y' ausgedrückt werden, so ergiebt sich folgende Beziehung. 
Ist zu gleicher Zeit die Anzahl der Theilnenner /, !,. ... /, und die Anzahl 
der periodischen Glieder «,, a. ... a, gerade oder ungerade, so ist =, 


. Ist dagegen die eine dieser Zahlen gerade, die an- 


u—yti=l,uW=y. 
dere ungerade, d.h. ist zu gleicher Zeit die Anzahl der Theilnenner /, 7,,... /, 
und die Anzahl der periodischen Glieder 1, ,—1, @, ... a„ gerade oder 
ungerade, so ist !=d, W"—y, t—=d', u=y'. Da nun >60, y'>y ist, 
so folgt dafs im ersten Falle die primäre Grundzahl + u’, im zweiten die 
secundäre Grundzahl 2”--«* die kleinere ist. Man hat also folgenden merk- 














würdigen Satz: 


Je nachdem die Anzahl der Theilnenner in dem Kettenbruche. dessen 


N. . . . . 
Werth — ist, gerade oder ungerade ist, wird auch die Anzahl der perio- 


P 


dischen Glieder, welche zu der kleineren der zwei conjugirten Grund- 
zahlen gehört, gerade oder ungerade sein, und umgekehrt. 


Nun wurde ($.14.) bewiesen. dafs von den Zahlen 2 und 7’ die eine 
die Form An-+1, die andere die Form An-+-3 hat, und zwar wird diejenige, 
welche zu der Grundzahl gehört, welcher eine gerade Anzahl periodischer 
Glieder entspricht, in der Form 4n--3 oder 4n-+1 enthalten sein, je nachdem 
a die Form 4n-+3 oder 4n-+-1 hat. Verbindet man diese Bemerkung mit dem 
vorhergehenden Satze, so folgt daraus, dafs von den zwei Zahlen Z und 


diejenige, welche zu der kleineren, oder diejenige, welche zu der gröfseren 
5,* 








36 1. Stern, zur Theorie der periodischen Kettenbrüche. 


der zwei conjugirten Grundzahlen gehört, in derselben Form wie « enthalten 
sein wird, je nachdem die Anzahl der Theilnenner des Kettenbruchs, welcher 


en ie gerade oder ungerade ist. Es wurde z.B. gefunden ($. 11.), dafs 





3 
29 und 58 conjugirte Grundzahlen sind. Nun ist 29 = 5’-+2?; 58 — 7’+3°, 
ferner &—=5, # =12 und Ba Die Anzahl der Theilnenner die- 

seen. Di 


1 
24: 
ses Kettenbruchs ist gerade (da der erste Theilnenner = 0 mitzählt) , daher 


ist hier 2=5, welches zu der Aleöineren Grundzahl gehört, in eben der Form 
4n-+-1 enthalten, wie @«. Die Zahlen 73 = 3°-+8° und 13562 = 41° 109 








sind ebenfalls conjugirte Grundzahlen, hier ist « = 117, P = 44 und 
/ m a ; . 
Z—=24 — also die Anzahl der Theilnenner ungerade, daher ist 
l | 
1 
1-+ ; 
+ 14° 
hier = 41, welches zu der gröfseren Grundzahl gehört, in der Form 4rn —-1 


enthalten, wie «. 

In ($.11.) wurde gefunden, dafs die primäre oder die secundäre Grund- 
zahl die kleinere ist, je nachdem 24-1 Ze oder 2a+1>c, wo a die 
gröfste in der Quadratwurzel der primären Grundzahl enthaltene ganze Zahl 
bedeutet. Nun wurde so eben gefunden, dafs der erste Fall Statt findet, wenn 
die Anzahl der periodischen Glieder der primären Grundzahl und die Anzahl 


der Theilnenner des Kettenbruchs, welcher —= 3 ist, zugleich gerade oder un- 


gerade ist; der zweite Fall dagegen, wenn nur eine dieser Zahlen gerade ist. 
Aus dem Vergleich dieser beiden Sätze ergiebt sich. 
dafs die gröfste in der Quadratwurzel der primären Grundzabl enthaltene 
ganze Zahl gröfser, oder nicht gröfser sein wird als die gröfste in der 
Quadratwurzel der secundären Grundzahl enthaltene ganze Zahl, je nach- 
dem der Unterschied der Anzahl der periodischen Glieder der primären 


Grundzahl und der Theilnenner des Kettenbruchs, welcher = { ist, un- 


ß 


gerade oder gerade ist. 


16. 
Ich gehe nun zu einer neuen Betrachtung über, aus welcher sich eine 
weitere Abkürzung der Berechnung einer Pell’schen Tafel ergeben wird. Zu- 
nächst soll folgende Aufgabe gelöset werden: 
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Man weils, dafs der Kettenbruch, welcher einer Zahl A entspricht, mit 


den Theilnennern 
ad, 4,» d;. ... A 


beginnt; es ist aber nicht nothwendig, wie bisher vorausgesetzt, «,, der letzte 
periodische Theilnenner. Man kennt also auch den Nenner D des vollständigen 





i 4-+J a 
Quotienten 4 ur ‚ aus welchem sich der auf «,, folgende Theilnenner ergiebt: 


wie kann man dann sämmtliche Zahlen finden, bei deren entsprechenden Ket- 
tenbrüchen auf das Anfangsglied die Theilnenner a,, @, ... a, folgen, wäh- 
rend zugleich der Nenner des vollständigen (uotienten, welcher zu dem 
nächstfolgenden Theilnenner gehört, =D ist? 
Mit Beibehaltung der früheren Bezeichnung hat man 
58.) P—-A=+D, 
wo dasselbe Zeichen zu nehmen ist, wie in der Gleichung 
59) Pur = tl. 
Mithin ist, da p=ag-+4d', 
| A—a+ tg rn . 


2Zaq +" ED . ” 
Es mufs also —U4 — IT eine ganze positive Zahl sein. Nennt man diese 








Zahl g, so erhält man 
gg 2a =g FD, | 
mithin mufs auch 7 -— eine ganze Zahl (oder Null) sein. Bezeichnet man 





diese Zahl durch e, so hat man 
99 — ?ag — e. 
Bezeichnen x und y ganze positive Zahlen, so ist mithin @ einer der Werthe 
von y, welche der Gleichung 
(60) ge—2Uy = e 
Genüge leisten. Da 4 und y’ keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so läfst 


sich diese Gleichung unmittelbar lösen, sobald g ungerade ist. Ist q gerade, 
so mufs auch e gerade sein, und es ist dann die Gleichung 


(61.) 32 —gy = 380 
zu lösen. Sobald also der, einer Zahl A, entsprechende Kettenbruch nach dem 
Anfangsgliede, welches « heifsen mag, die Theilnenner a,, @, ... @„ und 
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einen folgenden vollständigen Quotienten mit dem Nenner D haben soll, mufs 
nothwendig das Anfangsglied einer der Werthe von y sein, welche der Glei- 
chung (60.) oder (61.) genügen, d.h. es muls « die Form a+4gAh oder 
a+tgh haben, wo 4 irgend eine ganze Zahl bedeutet, und man hat 


2a +" D 
le 2 due TR 





(62.) 


Obgleich nun dieser Ausdruck für jeden Werth von «, welcher den 
Gleichungen (60.) oder (61.) genügt, eine ganze Zahl ist; so wird doch 
keinesweges jede dieser Zahlen so beschaffen sein, dafs in dem ihr entspre- 
chenden Kettenbruche auch wirklich auf das Anfangsglied die Theilnenner 
Ay» Ass ... a, und darauf ein vollständiger Quotient mit dem Nenner D fol- 
gen. Vielmehr müssen, damit dies der Fall sei, noch andere Bedingungen 
erfüllt werden. 

Seizt man nemlich «g-y'’=n, aq,+-p'=n,, so hat man jedenfalls 

= —Ag’ = +D, 
wo wieder dasselbe Zeichen wie in (59.) zu nehmen ist. Damit nun A, eine 
der gesuchten Zahlen sei, ist es nothwendig und hinreichend, dafs A,gg —ııı, 
dasselbe Zeichen habe, wie m —A,g‘, und dafs aufserdem «+ (A,gg —ıın,) 
—+(n’— A,g’) sei, wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach- 
dem ı'— A,g’ positiv oder negativ ist. Setzt man nemlich J,— + A,g —ın,), 
indem man wieder dasselbe Zeichen nimmt, wie in (59.) und bildet den 


Kettenbruch 


iM 
[64 u a 
RER. 
1 
dm + VvAn+Yı 
E- 








so findet man als Werth desselben, durch unmittelbare Reduction, YA, wenn 
man erwägt, dafs ag,— 1,9 denselben Werth hat, wie pg,—p,9. Sind nun 
die angegebenen Bedingungen erfüllt, so folgt aus der ersten, dafs J,, wie D, 
positiv ist, und da YyAd,>e ist, so folgt aus der zweiten, dafs yY4,+J,>D 
ist; mithin mufs dieser Kettenbruch wirklich der Zahl A, entsprechen. Wäre 
dagegen die erste Bedingung nicht erfüllt, so wäre J, negativ, also könnte 


yAııdı .. ut } i ‘ a 
A nicht der verlangte vollständige Quotient sein; dies könnte aber auch 
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Mr a 
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dann nicht Statt finden, wenn J, positiv wäre, sobald nicht yA,+Jı>D 
wäre, d. h. sobald nicht die zweite Bedingung erfüllt würde. 

Der Ausdruck dieser Bedingungen läfst sich aber durch folgende Be- 
merkungen vereinfachen. Werden die Bedingungen für irgend eine Zahl er- 
füllt, welche in der -Formel (62.) enthalten ist, so werden sie auch für alle 
folgenden Zahlen erfüllt werden. Denn es sei A, die unmittelbar auf A, fol- 
gende in dieser Formel enthaltene Zahl. Bezeichnet man durch @ den Werth 
oder den Werth }4, je nachdem 4 ungerade oder gerade ist, so ist der Werth 
von y, welcher zu A, gehört, «+ @, und man hat demnach 


2 ( O)yq' 2" DD 210 
4— (a+ 074 et Out — 142010: 


Nun setze man = (a + O)y-+4; 9,= (e-+0)gq,+p', folglich 
2; Aa nt Oing, > NH V’gg, und 
4,gg, we: Bea 4,99, Be Ant Oing, — 17,9). 








Setzt man also 
J, Ba + (A, gg, — p9,); 


wo wieder das obere oder untere Zeichen, wie in (59.) zu nehmen ist, so 


hat man 


J, = J.+0. 
J, ist also positiv, wie J,. Ferner ist, nach der Voraussetzung, @&+J,—=D, 
also «+Q-+J, > D, mithin ist wieder —_ unl der richtige vollständige 
Quotient. 

Werden umgekehrt für eine in der Formel (62.) enthaltene Zahl die 
angegebenen Bedingungen nicht erfüllt, so können sie auch für keine der vor- 
hergehenden Zahlen erfülli werden. Mit Beibehaltung der obigen Bezeichnung 
sei A, eine solche Zahl, A, die unmittelbar vorhergehende. Wird die erste 
Bedingung nicht erfüllt, d.h. hat A,gq,— yy, das entgegengesetzte Zeichen 
von  — A,’ =+D, so ist J, negativ und um so mehr J, negativ, da 
J,—=J,—0. Wird die zweite Bedingung nicht erfüllt, d.h. ist«e+Q+J,<D, 
so ist um so mehr &-+J,<D. 

Es kommt also nur darauf an, die kleinste’ Zahl zu finden, welche in 
der Formel (62.) enthalten ist, und die zugleich den angegebenen Bedingungen 
genügt. Nach der ersten Bedingung hat man, je nachdem rn" — A,g” positiv 


oder negativ ist, 


4,99, >amy; Angg, <am. 
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Erwägt man nun, dafs pyq,— p,g und mithin auch g,g'’ — p'g positiv oder ne- 
gativ ist, je nachdem die erste oder zweite Ungleichheit Statt hat, setzt wieder 
für x und m, ihre Werthe und auch statt A, seinen Werth aus (62.), so 
findet man nach gehöriger Reduction in beiden Fällen: 
D,—gq i 

1 





a > 

Die zweite Bedingung giebt 
e+A,yy,TN)Ztria-+n,). 
Entwickelt man dies in ähnlicher Weise, so findet sich 


Data) 1, 
2q 





0 


\/ 


Nun ist 9 > 4,, mithin 


D(q+4)— 1 D,—q 
2q Fi 7) 








Sobald also « der zweiten Bedingung genügt, genügt es auch der ersten. 
Man hat daher folgende Regel: 


Giebt es überhaupt Zahlen, bei deren entsprechenden Kettenbrüchen auf 
das Anfangsglied die Theilnenner @,, &, ... @„ folgen, während der 
Nenner des nächstfolgenden vollständigen Quotienten = D ist, und will man 
die ganze Reihe dieser Zahlen wissen, so löse man die Gleichung (60.) 
auf und nehme den kleinsten Werth von y, welcher der Bedingung 


= Dia+a)— 7 
A 2q 


| 





\ 


Genüge leiste. Man substituire diesen Werth, welcher « heifsen mag, 
statt @ in (62.). so erhält man eine Zahl A, welche die kleönste unter 
den gesuchten ist. Bezeichnet man alsdann durch A, die Ate auf A 
folgende Zahl in dieser Zahlenreihe, durch «, das Anfangsglied des der- 
selben entsprechenden Kettenbruchs, so hat man a, = a-+gh, oder 
a,—=4-+ 54.h, je nachdem % eine ungerade, oder eine gerade Zahl ist, 
wo A jede ganze positive Zahl bedeutet, und mithin, je nachdem der 
erste oder der zweite Fall Statt findet: 





(3) 4,— (at gh)t ei neD — A+2pht gl, 


(64) 4, — (at 1g.hy 4 TE MATT HD _ 41 ph 4gW. 
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Man weils z. B. dafs es Zahlen giebt, deren entsprechenden Ketten- 
brüche nach dem Anfangsgliede die Theilnenner 2, 1 haben, während der 
Nenner des darauf folgenden vollständigen Quotienten — 8 ist. man verlangt 
die Reihe dieser Zahlen. Hier it I=8, y—=3, „—=1, ,—=2, e=3. 
Aus der Gleichung 32 —2y —=3 folgen die Werthe y=3, 6, 9, 12 u. s. w. 


D (7 + 1,) ER q 
2q 


zu brauchen, der erste brauchbare Werth ist y==9, diesem entspricht A—88, 
welches also die kleinste unter den gesuchten Zahlen ist, und es findet sich 
allgemein: 





Nun ist 





—6}, die Werthe y—=3 und y=6 sind also nicht 


A, = 88+56h- 94, 
also A, = 153, A, = 236, A, = 337, u. S. w. 


17. 

Die vorhergehenden Untersuchungen bleiben ungeändert. wenn man 
von der Voraussetzung ausgeht, dafs die Theilnenner a,,. &, ... a, die 
sämmtlichen periodischen Glieder des, der kleinsten Zahl A entsprechenden 
Kettenbruchs sind, und der folgende Theilnenner das Möttelglied ist. Es 
lassen sich noch immer die folgenden Zahlen nach dem so eben erörterten 
Verfahren finden, jedoch wird keinesweges auch bei allen diesen die voll- 
ständige Reihe der periodischen Glieder nur aus den Theilnennern «@,, @&, ... 4, 
bestehen; noch wird nothwendig ein Mittelglied in deren Periode vorkommen. 
So z.B. sind für die Zahl 8S die Theilnenner 2, 1, die einzigen periodischen 
Glieder und der folgende Theilnenner ist das Mittelglied. Für die folgende 
Zahl 153 dagegen findet man die periodischen Glieder 2, 1, 2; für 236 
kommen fünf periodische Glieder vor und in der zur Zahl 337 gehörenden 
Periode kommt gar kein Mittelglied vor. 

Es soll nun aber die Frage gelöset werden: wie kann man aus einer 
Zahl A, deren entsprechender Kettenbruch das Anfangsglied « und die perio- 
dischen Glieder «,. @,, ... a, hat, auf welche ein Möttelglied folgt. dessen 
zugehörender vollständiger Quotient den Nenner D hat, alle übrigen Zahlen, 
und nur diese, ableiten, deren entsprechende Kettenbrüche dieselben perio- 
dischen Glieder und ein darauf folgendes Mittelglied. dessen zugehörender 
vollständiger Quotient ebenfalls den Nenner D hat, enthalten? 


18. 
Zur Beantwortung dieser Frage wird es nöthig sein, Folgendes vor- 


auszuschicken. Ich werde zur Abkürzung den Nenner eines zu einem Mittel- 
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sliede gehörenden vollständigen Quotienten, durch den Ausdruck mittlerer 
Nenner bezeichnen. Nun wurde früher gezeigt ($.2.), dafs, wenn auf die 
Theilnenner «#, a,, ... a, das Mittelglied % folgt, immer 2» durch den milt- 
leren Nenner D theilbar ist. Diesen Satz kann man aber auch umkehren. 
Wenn nemlich die Entwickelung des, einer Zahl A entsprechenden Ketten- 
bruchs mit den Theilnennern #, «,, ... 4, beginnt und es ist 2» durch den 


vAtJ 


Nenner D des vollständigen Quotienten —,—, welcher zu dem nächstfol- 





genden Theilnenner gehört, theilbar, so mufs D der mittlere Nenner sein. 
Es wird hierbei vorausgesetzt, dafs D >1 ist. 
Zunächst folgt nemlich aus den zwei Gleichungen 


(65.) +J ge Ayg, —PP,; 
(6) +D= P-—-Ag, 
dafs auch 2,J durch D theilbar ist, sobald 2», und mithin nach (66.) auch 24, 


durch 2) theilbar ist. Setzt man nun 


 Sigikigiihgish: DB‘ 
so ergiebt sich von selbst, dafs y’ eine ganze Zahl ist. Ferner findet man 
(67.) 2” — Ay” —— i. 


also ist auch x’ eine ganze Zahl. Bildet man nun den Kettenbruch, dessen 


p’+ Ag? 2 2pa __ 


Theilnenner 
Y 2J 
(68.) a, Ay Ar, ... Am, Typ Ums ı + Gh 

sind, so findet man, mit Berücksichtigung der Werthe von J und D, dafs x’ 
der Zähler, y’ der Nenner des reducirten Werths dieses Kettenbruchs ist, 
Demnach mufs, wie bekannt, die Reihe (68.) jedenfalls der Anfang der Ent- 
wickelung des Kettenbruchs sein, welcher der Zahl A entspricht. Hätte nun 
die Periode dieses Kettenbruchs kein Mittelglied, so müfste die Reihe (68.) 
zwei (oder allgemeiner eine gerade Anzahl) Perioden haben (vergl. $.1.), 


ie 2J p ie 
es müfste also 7 ?« sein, was unmöglich ist, da D>>1 und J höchstens 


— a sein kann. Die Periode mufs also ein Mittelglied haben, und die Reihe 
(65.) mufs eine (oder allgemeiner eine ungerade Anzahl) Perioden enthalten, 


> N A ; s er ; 
d.h. D wird das Mittelglied sein. Es ist mithin bewiesen, dafs der auf a, 


folgende Theilnenner das Mittelglied, also D der mittlere Nenner ist. 





v3 
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Als besonderer Fall folgt hieraus, dafs der Nenner D immer der mittlere 
sein mufs, wenn er —=2 ist; auch kann kein Nenner eines vollständigen Quo- 
tienten —2 sein, sobald die Periode kein Mittelglied hat. 


19. 
Da am Schlusse des ($.17.) angenommen wurde, dafs das Anfangs- 
glied des, der Zahl A entsprechenden Keltenbruchs —= a ist, so folgt jeden- 


falls aus ($. 16.), dafs bei allen Zahlen, deren entsprechende Kettenbrüche 
dieselben, auf das Anfangsglied folgende Theilnenner und denselben Nenner D 
im nächstfolgenden vollständigen Quotienten haben, das Anfangsglied die Form 
a+gh oder a+4yh haben mufs. Da nun die Zahl A so beschaffen sein soll, 
dafs auf @, das Mittelglied folgt, so ist 2»—=?2(ag-+g') durch D theilbar. 
Bei allen übrigen Zahlen, bei welchen auf «a, das Mittelglied folgen soll, mufs 
mithin 2[(@+gA)g—+g'] oder 2[(a+}gyA)g-+g'] durch D theilbar sein; es 
mufs folglich auch 24°% oder g’A durch D theilbar sein, je nachdem y un- 
gerade oder gerade ist. Ist nun D eine ungerade Zahl, so kann g° keinen 
gemeinschaftlichen Factor mit I haben, da p» und g keinen solchen haben, 
also mufs 4 durch D theilbar sein. Setzt man daher DA statt A, so folgt, 
dafs in diesem Falle die allgemeine Form des Anfangsgliedes @+ DyA oder 
a+4D.gh sein wird. Ist D eine gerade Zahl —= 2"d und b ungerade, so ist 
p durch 2”'4 theilbar, also kann g° keinen gemeinschaftlichen Factor mit 2” 
haben. In diesem Falle mufs aber p gerade und g ungerade sein, da im ent- 
gegengeselzten Falle die Gleichung p®— Ag’ —= +D nicht bestehen könnte; 
also mufs 2% durch D theilbar sein. Setzt man daher !D.% statt 4, so wird 
die allgemeine Form des Anfangsgliedes «+4D.gh sein. 


Hat nun aber das Anfangsglied wirklich eine der so eben bestimmten 
Formen, so ist jeder der Ausdrücke 2[(a+Dgh)g+g] und 2[(a+3 D.gh)g--q] 
durch D theilbar, also mufs auch das auf «a, folgende Glied das Mittelglied 
sein. Nimmt man nun an, dafs die Zahl A, für welche das Anfangsglied 
des entsprechenden Kettenbruchs — «a gesetzt wurde, die kleinste ist, bei 


welcher auf die periodischen Glieder a,, ... a, das Mittelglied mit dem mitt- 
leren Nenner D folgt, so wird für die Ate nachfolgende Zahl dieser Art, 
welche nun A, heifsen soll, das Anfangsglied = «--Dgh oder =a-+1D.gh 
sein, je nachdem von den Zahlen D und y keine oder eine gerade ist. Man 


hat daher, je nachdem der erste oder der zweite Fall Statt findet: 
6* 
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(69) A—=(a+ Dyh) +- eraruit T+P _ 412pDh+ DR, 


(70) 4,—(a114D.gh}4-° Eu TED _ 41 9Dh41D’GR, 


wo A jede ganze positive Zahl bedeutet. 
In dem besonderen Falle D=2 geht die Formel (70.) in (63.) über; 


wie dies auch nach der Bemerkung am Schlusse des vorhergehenden Para- 
graphs nothwendig sein mufs. 





20. 

Ich werde mich von nun an, zur Abkürzung, folgender Bezeichnung 
bedienen. 

Wenn der, einer Zahl entsprechende Kettenbruch die periodischen Glieder 

A, Ay, ... a, und den mittleren Nenner D hat, so soll Dies dadurch 

ausgedrückt werden, dafs ich sage es entspricht dieser Zahl das Schema 
FF a A 

Die kleinste Zahl in der Zahlenreihe, welcher ein gewisses Schema ent- 

spricht, soll die Sfammzahl der Reihe heifsen. 

Es ist nun leicht, sobald man weils, dafs das Schema (71.) einer 
Zahlenreihe entspricht, die Stammzahl zu finden, da es nur darauf ankommt 
das Anfangsglied « des derselben entsprechenden Kettenbruchs zu bestimmen. 
Es mufs zunächst @ einer der Werthe von y sein, welche der Gleichung (60.) 





i Du —q' 
genügen und zugleich gröfser als pl 7, oder diesem Ausdrucke gleich 


(8$.16.). Ist « der kleinste Werth von y, welcher dieser Bedingung ent- 
spricht, und ist zugleich 2(@q--g') durch D theilbar, so hat man a=o. Ist 
dagegen 2(agy-g') nicht durch D theilbar, so muls « in der Form «-+-gh 
oder e—=4g.Ah enthalten sein. Aufserdem mufs aber « der Bedingung Ge- 
nüge leisten, dafs 2(@q--g’) durch D theilbar ist. Bezeichnet man daher durch 
z eine ganze Zahl, so mufs man noch die Gleichung 2(@—+ gh)g-+ 24’ = Dz 
oder 2(@+4y.A)g+2g' = Dz, d.h. die Gleichung Dz —2g’h=2(g’ -+.0g) 
oder Dr— yh=—=2(g ag) auflösen, wo A und x die Unbekannten sind. 
Nimmt man den kleinsten positiven Werth von 4, welcher der einen oder der 
anderen dieser Gleichungen (die immer auflösbar sind, da D und g keinen 
gemeinschaftlichen Factor haben) entspricht und substituirt ihn bezüglich in den 
Werth @--gh oder @+44.h, so hat man den gesuchten Werth von « und findet 


dann 4 aus (69.) oder (70.), indem man 4 in diesen Formeln = O setzt. 
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Man weils z. B., dafs es eine Zahlenreihe giebt, welcher das Schema 
1, 1, (8) 
entspricht. Hier ist g=2, !=1, ’=1, D=3. Die Gleichung (60.) 


Da N—!_. 
2q u also e—=2 


und «—=2--Ah. Die Gleichung 32—4A—10 giebt als kleinsten Werth von 4 
die Zahl 2, mithin ist @—=4 und die Stammzahl — 21. 

Sobald man das Anfangsglied a, die periodischen Glieder «,, @,,...«, 
und den mittleren Nenner D für die Stammzahl kennt, ist auch das Mittel- 
glied % bekannt. Denn nach (17.) hat man 


wird zu2e—y=1, also ist y—=1--4. Nun ist 











Er 2p 29 

k = DD 9° d. h. 

Gar 2(aqy-+4q') ik 2m, 
4D q 


Bezeichnet man daher durch / den Werth D oder den Werth 4D, je nach- 
dem keine oder eine der Zahlen D und g gerade ist, so gehört zu der Zahl A, 
das Anfangsglied «-+/gA. Nennt man das zu dieser Zahl gehörende Mittel- 
glied A,, so erhält man 


= 2 ka +laha+] _ 2q° 
ne qD q 


‚d.h. es ist A, —=k-+2gh oder k„=k-+gh, je nachdem 





2 


oder ku, —=k-- En 


keine oder eine der Zahlen D und g gerade ist. Die Mittelglieder, welche 
zu den aufeinander folgenden Zahlen A, gehören, bilden also eine arithıne- 
tische Reihe erster Ordnung. 


21. 

Es ergiebt sich nun von selbst, wie die vorstehenden Betrachtungen 
zur Abkürzung der Berechnung einer Pell’schen Tafel benutzt werden können. 
Sobald man für die Stammzahl das Anfangsglied, die periodischen Glieder 
und den mittleren Nenner kennt, findet man aus (69. und 70.) die Zahlenreihe, 
welcher dieselben periodischen Glieder und derselbe Nenner D zukommen. 
Da diese Zahlenreihe eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung ist, so braucht 
man nur die zwei ersten auf die Stammzahl folgenden Zahlen direct zu be- 
rechnen. Nun ist aufserdem für alle Zahlen dieser Reihe das Anfangsglied, 
und, wie im vorhergehenden Paragraph gezeigt, auch das Mittelglied bekannt, 
man kennt also den entsprechenden Kettenbruch vollständig. 
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Zwischen den Stammzahlen und den Grundzahlen ($.7. etc.) finden 
verschiedene Analogieen Statt. Eine jede Stammzahl ist nicht blofs der An- 
fang einer einzigen Zahlenreihe, sondern unzählig vieler, mit der Eigenschaft, 
dafs die in jeder Reihe enthaltenen Zahlen dieselben periodischen Glieder 
und denselben mittleren Nenner haben; und es ist überhaupt jede ganze Zahl, 
deren entsprechender Kettenbruch ein Mittelglied bat, die Stammzahl für un- 
zählig viele Zahlenreihen. 

Ist z. B. die Zahl A die Stammzahl der Zahlenreihe, welcher das 
Schema (71.) entspricht, und ist « das Anfangsglied des der Zahl A ent- 
sprechenden Kettenbruchs, % das Mittelglied, so kann man die Zahl A auch 
als eine solche ansehen, welcher das Schema 

172) 4.0... Eu... 
zukommt. Zugleich mufs die Zahl A die Stammzahl der Zahlenreibe sein, 
welcher dieses Schema entspricht. Gäbe es nemlich eine kleinere Zahl in 
dieser Reihe und wäre 5 das Anfangsglied des ihr entsprechenden Ketten- 
bruchs, so hätte man 5<<Za, also könnte nicht 24 unter den Theilnennern 
vorkommen. Man kann mithin aus der Stammzahl A die ganze Zahlenreihe 
berechnen, welcher das Schema (72.) zukommt, und es soll auch hier wieder 
diese Zahlenreihe die zwesperiodische heilsen, im Gegensatze zu der Zahlen- 
reihe, welcher das Schema (71.) entspricht. Man sieht, wie auf ähnliche Weise 
die Zahl A auch die Stammzahl einer dreiperiodischen Zahlenreihe, u. s. w. ist. 
Auch bedarf es keines weitern Beweises, dafs jede Zahl aus irgend einer 
dieser Zahlenreihen als Stammzahl unzählig vieler Reihen angesehen werden 
kann, da sich die auf die Grundzahlen beziehenden Betrachtungen in ($. 10.) 
hier ungeändert wiederholen. 

Es wurde z. B. gefunden, dafs 21 die Stammzahl der Zahlen ist, zu 
welchen das Schema 1, 1, (3) gehört. Da das Anfangsglied für diese Zahl 
—4 und das Mittelglied —=2 ist, so ist sie auch die Stammzahl der zwei- 
periodischen Zahlenreihe, zu welcher das Schema 1, 1, 2, 1, 1. 8, 1, 1, (3) 
gehört. Hier ist y=218,  —=127. Berechnet man nach (70.) die nächst 
folgende Zahl, so findet man 109947. 

Es ergiebt sich aus diesen Betrachtungen zugleich, dafs die Anzahl 


der Stammzahlen unendlich grofs ist. 

Unter der Voraussetzung, dafs sich das Schema (71.) nicht wieder 
auf ein einfacheres zurückführen läfst, wie (72.) auf (71.), soll die Stamm- 
zahl, welcher das Schema (71.) zukommt, die Urstammzahl heifsen. 
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22. 

Wenn es eine Zahlenreihe giebt, in deren entsprechenden Kettenbrüchen 
die Theilnenner a,, @, ... a, auf das Anfangsglied folgen, während zugleich 
der Nenner des nächstfolgenden Quotienten =D ist, so giebt es auch eine 
Zahlenreihe, welcher das Schema a,, &, ... 4„, (D) zukommt. Aus der 


Voraussetzung folgt nemlich nach ($. 16.), dafs q' +D 





eine ganze Zahl (oder 


Null) ist. Nun haben g und y’ keinen gemeinschaftlichen Factor, also können 
auch D und y keinen solchen Factor haben. Ist nun A die kleinste Zahl 
aus der ersten Zahlenreihe und « das Anfangsglied des ihr entsprechenden 
Kettenbruchs, so ist, wie dort bewiesen, für die Zahl A, das Anfangsglied 
des ihr entsprechenden Kettenbruchs «+ QA, wo Q@ den Werth g oder iq 
bedeutet, je nachdem 4 eine ungerade oder eine gerade Zahl ist. Soll nun 
A, eine Zahl sein, für welche D der mittlere Nenner ist, so ist es noth- 
wendig und hinreichend, dafs 2[(«+ QAh)g-+g'], durch D dividirt, eine ganze 
Zahl giebt, die z heifsen mag. Man hat also, je nachdem y ungerade oder 
gerade ist, die Gleichung Dr — 2g’h = 2(ag--g'), oder die Gleichung 
Dz — g’h—=2(ay--g') zu lösen, wo 3 und A die Unbekannten sind. Diese 
Gleichungen können immer aufgelöset werden, da I und q keinen gemein- 
schaftlichen Factor haben; und für jeden Werth von 4, welcher ihnen genügt, 
ist das entsprechende A, eine der gesuchten Zahlen. Der kleinste unter diesen 
Werthen von A giebt mithin die Stammzahl der Reihe, welcher das Schema 
ds Ay... A; (D) zukommt. 

Die Frage, ob ein gegebenes Schema a,. @,... a„, (D) einer Zahlen- 
reihe entspricht oder nicht, kommt also auf die einfachere Frage zurück, ob 
es eine Zahlenreihe giebt, bei welcher auf das Anfangsglied des entsprechen- 
den Kettenbruchs die Theilnenner a@,, @. ... a, folgen, während der Nenner 
des nächstfolgenden vollständigen Quotienten =D ist. Soll dies der Fall 


q’TD 





sein, so mufs erstens, wie schon bemerkt eine ganze Zahl (oder Null) 


sein. Wird diese Bedingung erfüllt und bezeichnet man die ganze Zahl 
durch e, so mufs zweelens, die Gleichung 9x —2y'y=e in ganzen Zahlen 
aufgelöset werden können; es mufs also g entweder eine ungerade Zahl sein, 
oder q und e müssen beide gerade Zahlen sein. Wird auch diese Bedingung 


erfüllt, so ist die verlangte Zahlenreihe vorhanden. Ist nemlich « ein Werth 


. Re . 2 i +D 
von y, welcher der erwähnten Gleichung genügt, soist A=«° + wu « ie) + 
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eine eanze Zahl, und («aq--a’” — Ag’—= +D. Giebt man dann dem « einen 
- \ rg 





j — D(a+0.)—a’ - ‘ 
Werth, welcher der Bedingung « = 174 / genügt, so gehört die ent- 
. 7 “(] 


sprechende Zahl A zu der gesuchten Zahlenreihe; wie es aus ($.16.) erhellet. 


. . . . y . ) 
Es ergiebt sich hieraus noch Folgendes. Bezeichnel den Werth 


7 

4 r - . I 
des Kettenbruchs dessen Theilnenner «, «,, ... a, sind, Er den vorherge- 

( 

0 

To l j . >. 

henden Näherungswerth, und man setzt y—=ay--g', so mufs > ein Näherungs- 

- ‘ ( 


werth von yA sein, sobald die Gleichung pP? — Ay —=+JD Statt hat, und 
DS ıTT 





. ) . 1x . 
ist. Dagegen kann E kein solcher Näherungswerth sein, wenn 








TI 4 
Zagq+g' . al 2 2 
DT ist. Aus der Gleichung »” — Ag’ =+D folgt nemlich, dafs 
‘Tr 
EB: . . ' . ’ 
7 eine ganze Zahl —=e ist, und dafs « ein Werth von y ist, welcher 
7 s 
% ! 
N . i , . — st { 
der Gleichung ge —2g'y = e genügt. Ist nun noch D Be me u !, also 
n IT% 
ueehahe (a+qa,I—1 : E ” . . Y . 
a=— —ILkTZ, so sind alle Bedingungen erfüllt, damit die Entwickelung 


-(j 
von y.4 mit den Theilnennern «, @,. ... 4„ beginne. Es erhellet hieraus, 
dafs in der Entwickelung von y A kein Nenner eines vollständigen Quotienten 
7 ! 
En . . , “U! ‘ 
erölser sein kann, als der ihm entsprechende Werth von BAER. und dafs D 
lo 


7! 


sich unter den Nennern der vollständigen Quotienten finden mufs. wenn die 


7 | I 
N . ) ) . a nz AN — 1 . 
Gleichung ”" — Ag —=+D Statt haben soll und AZ TIL ist. 
E a 7+9 
.. . R : ) , Z 
Ein specieller Fall ist der bekannte Satz, dafs 7 ein Näherungswerth 
1 


von yÄ ist, sobald " — Ay =+D und D<yA4, d.h. also DZa ist, 
2Zag+q' 
17% 
23. 


Mit Hülfe der vorhergehenden Bemerkungen wird es nun auch leicht 


denn in diesem Falle ist immer A< .dag,<g. 


sein. folgenden Satz zu beweisen, aus welchem sich wieder eine Abkürzung 
der Berechnung einer Pell’schen Tafel ergiebt. 


Wenn es eine Stammzahl giebt, welcher das Schema 
(71.) d,. dy. .... ms (D) 


zukommt, und es it , >1. so giebt es, wenn «„>1, eine andere 
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Stammzahl, welcher das Schema 

(73) 1 u—1, %, ... An-ı, a„—1, 1, (D) 
entspricht. Ist aber «„—1, so giebt es eine andere Stanımzahl, welcher 
das Schema 

(74) 1, —1, @,... 4„_2, 4n_'+1, (D) 


zukommt. In beiden Fällen folgt auch umgekehrt aus dem Vorhanden- 
sein einer Stammzahl, welcher das Schema (73.) oder (74.) zukommt. 
dafs es eine Stammzahl mit dem Schema (71.) giebt. 


Man bezeichne durch @ den Zähler, durch O0’ den Nenner des redu- 
eirten Werths des Kettenbruchs, dessen Theilnenner entweder 


sein sollen, wenn nemlich «„ —> 1, oder, wenn a„=1., 
1, —1, @, ... Ana, An-ıt1. 


In beiden Fällen ist O=y und O"—=4gy—.g', mithin ist 








0”ZD q”’—D 
0 — 9— 244 7 ! 
I . =”+D . 
Nun ist nach der Voraussetzung PORT, eine ganze Zahl, also auch 


9 E Man setze daher diesen letzten Ausdruck = E. Ferner mufs ($. 22.) 


— 


entweder 4 ungerade sein, also auch Q, oder q und e müssen beide gerade 
sein; im zweiten Falle mufs g’ ungerade sein, also auch @', dagegen ist Q 
gerade und eben so E=4y-—?2g'+e. Das Schema (73.) oder (74.) kommt 
also jedenfalls einer Zahlenreihe zu, wenn das Schema (71.) einer solchen 
zukommt, und umgekehrt. Eigentlich ist, wie man sieht, hierdurch folgender 
Satz bewiesen: 
Wenn es eine Zahlenreihe giebt, in welcher auf das Anfangsglied des 
entsprechenden Kettenbruchs, die Theilnenner a,, @,. ... @„ folgen und es 
ist zugleich der Nenner des nächstfolgenden vollständigen Quotienten =D, 
während a, > 1 ist, so giebt es, wenn «„_>1 ist, eine zweite Zahlenreihe, 
in welcher auf das Anfangsglied des entsprechenden Kettienbruchs die Theil- 
nenner 1, &,—1, @,, ... a„—1. 1 folgen, während zugleich der Nenner des 
nächstfolgenden vollständigen Quotienten =D ist. Ist aber «4,—1, so giebt 
es eine zweite Zahlenreihe, in welcher auf das Anfangsglied des enisprechen- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft. 7 
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den Kettenbruchs die Theilnenner 1, 4 —1, @;, ... 4-2, 4n_ +1 folgen, 
während der Nenner des nächstfolgenden vollständigen Quotienten =D ist. 
Man nehme nun an, dafs für die S/ammzahl der Zahlenreihe, welcher 
das Schema (71.) zukommt, das Anfangsglied des entsprechenden Kettenbruchs 
a sei, bei der Stammzahl der Zahlenreihe, welcher das Schema (73.) oder 
(74.) entspricht, sei das Anfangsglied 5. Mithin ist ein Werth von y, 
welcher der Gleichung y.c—2g'y == e genügt, d.h. es giebt eine ganze Zahl g, 
welche durch die Gleichung 
__.. e+?2ag' 
1 
bestimmt wird. Aus demselben Grunde mufs es aber auch eine ganze Zahl @ 
geben, welche durch die Gleichung 


| 4250' pe 1)g' 
E Are IT 14254 ° u )q 


- 





bestimmt wird. Damit dieser Ausdruck wirklich eine ganze Zahl gebe, ist es 
demnach nothwendig und hinreichend, dafs, je nachdem 4 ungerade oder ge- 
rade ist, die Zahl 5 in der Form gA—a—1 oder in der Form 4y.k—a—1 
enthalten sei, wo 4 irgend eine ganze Zahl bedeutet. Da aber D der mittlere 
Nenner ist, so muls 2(50+- 0) — 2(bg+g—g') durch D theilbar sein, 
d. h.: je nachdem y ungerade oder gerade ist, mufs 2[Ay’ —ag—g'] oder 
2[Ahg’ —ay— g’] durch D theilbar sein. Da nun schon 2(ag-+g') nach der 
Voraussetzung durch D theilbar ist, so mufs mithin auch 2%? oder Ag’ durch 
D theilbar sein. Es mufs daher, wie in ($. 19.) bewiesen, statt % entweder 
Dh oder }AD.h gesetzt werden, je nachdem keine oder eine der Zahlen D 
und g gerade ist. Im ersten Falle ist 5 in der Form Dgyh— a—1, im zweiten 
in der Form 4D.yh— a — 1 enthalten. Es ist mithin nur noch der Werth 
von A genauer zu bestimmen. Da 5 zu der Stammzahl gehören soll, so ist 
olfenbar für 4% der kleinste Werth zu nehmen, für welchen Dgk—a—1 oder 
ıD.4ah— a—1 eine ganze positive Zahl ist, und zugleich in dem einen oder 


dem anderen Falle entweder Dgk—a—1 oder AD.gh—a—1 gröfser als 
D(O+0)—0' 





oder diesem Ausdrucke gleich ist, wo @, den Zähler des 


20 
Kettenbruchs bedeutet, dessen Theilnenner 1, , —1, a, ... an —1 oder 
1. ,—1, @, ... a„_, sind, je nachdem «„,_>1 oder —=1 ist. In jedem 


Falle ist Q,—4-—g, und die letztere Bedingung heifst demnach, dafs Dgyk—a—1 


Da —4)-4— I) 


oder 4D.yh—a—1 gröfser als oder gleich sein mufs. 
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Es sei 4 der Werth von 4, welcher diesen Bedingungen entspricht, 
so dafs &= Dgh'—a—1 oder 4D.yk" —a—1 ist. Die Stammzahl, welcher 
das Schema (73.) oder (74.) entspricht, sei B, während, wie früher, 4 die 
Stammzahl, A, die Ate darauf folgende Zahl bedeuten soll, welchen das Schema 
(71.) zukommt. Dann sollen A und B conjugirte Stammzahlen heifsen und 
zwar A die primäre, B die secundäre. 


Man hat mithin, je nachdem keine oder eine der Zahlen D und y ge- 
rade ist: 





: 2(DON — a—1 ‚ - 
B=(DR—a—-ıy zZ FD ger 





2(D.OW—a—1) 0040? ED 
B=(1D.Oh—a—1)4 € a ERS: 


d. h. mit Rücksicht auf die Werte O—=g und !—=y—g': 
(75.) B=(a— Dh) 4 2(a— Dah')gy' +” ED 


2 


1 





oder 
(6) B=(a—!D. gh') TE. —3D. EHE 

Bestimmt man aber aus den Formeln (69.) und (70.) den Werth von A,, 
so erhält man dieselben Ausdrücke, sobald %' statt — 4’ gesetzt wird. Die 
Zahl A,. soll deshalb die Adjungirte der secundären Stammzahl heifsen. Von 
der Adjungirten an gerechnet werden also die Zahlen, welchen das Schema 
(71.) entspricht, durch dieselbe Formel gefunden, wie die Zahlen welchen das 
Schema (73.) oder (74.) entspricht; letztere von der Stammzahl an gerechnet. 
Während man nemlich um die Ate auf A,. folgende Zahl zu finden in (69.) 
oder (70.) statt 4 den Werth A-+-4' zu substituiren hat, findet man aus densel- 
ben Formeln die Ate, auf B folgende Zahl, wenn man —(A-+4') statt h setzt. 

Die secundäre Stammzahl und ihre Adjungirte sind gerade oder un- 
gerade zugleich. 

Aus dem Vergleich der Werthe von A und B ergiebt sich, je nach- 
dem von den Zahlen 4 und D keine oder eine gerade ist: 


(7) B= 4A4-+D’fh— 2Dph' oder 

(8) B= 4+1(Dgh")— Dpk. 
Sind daher D und y beide ungerade, so ist die Differenz der zwei conjugir- 
ten Stammzahlen gerade oder ungerade, je nachdem A’ gerade oder ungerade 


ist. Ist dagegen eine der Zahlen D und y gerade, so ist die Differenz der 
7* 
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Stammzahlen gerade, wenn A’ gerade ist. Ist A’ ungerade und D gerade, so 
ist die Differenz der Stammzahlen gerade, wenn D durch 4 theilbar ist; im 
entgegengesetzten Falle ist sie ungerade. Ist A’ ungerade und y gerade, so 
ist > ungerade; die Differenz der Stammzahlen wird also gerade sein, wenn 
y nicht durch 4 theilbar ist; im entgegengeseizten Falle ist diese Differenz 
ungerade. 

Der im Anfange dieses Paragraphs bewiesene Satz bezieht sich zunächst 
auf die Voraussetzung. dafs die Zahl der periodischen Glieder. je nachdem das 
letzte Glied gröfser als die Einheit. oder ihr gleich ist, mindestens —2 oder 





-3 sein mufs. Sind nur zwei periodische Glieder vorhanden und ist das 
zweite —= 1, so gilt er wit einer kleinen Modification. Giebt es nemlich eine 
Stammzahl, welcher das Schema a,. 1. (D) zukommt und ist «, >1, so giebt 
es auch eine Stammzahl mit dem Schema 1, a,. (D). Behält man nemlich die 
frühere Bezeichnung bei, so ist auch hier O=y4; (!—=4—-y; Q,=g9— 4%. 
Hat eine Stammzahl das Schema «,. (D) und ist 4,2, so giebt es eine 
Stammzahl mit dem Schema 1. «,—2,. 1, (D)., denn auch hier ist wieder 
0=4: Q,=g4—g: Q,=g—g,. In den noch übrigen Fällen gilt der Satz 
insofern, als man statt ener Periode deren zwe2 nimmt. Der Satz ist z. B. 
nicht unmittelbar auf die Zahl 6 anwendbar, weil die Periode nur aus dem 
Mittelgliede 2 besteht. Betrachtet man aber die Zahl 6 als Stammzahl mit dem 
Schema 2, 4, (2), so ist die Zahl 43 mit dem Schema 1, 1, 3, 1, (2) ihre 
secundäre Stammzahl. Es sind demnach mindestens die zwei periodischen 
Glieder 2, 1. oder das einzige —= 3 vorhanden, d.h. es ist mindestens g—3. 


21. 

Die letztere Bemerkung führt zu einer genaueren Bestimmung des 
Werths von #.. 

Man nehme zuerst an, e sei nicht Null, was immer der Fall ist, so- 
bald D keine Quadratzahl ist. Dann sind drei Fälle zu unterscheiden. 

Erstens seien qg und 2 beide ungerade. Der kleinste Werth von y, 
welcher der Gleichung gr —WY'y= e Genüge ihut, sei f: Dann sind die 
Werthe von y überhaupt in der Form 3-g%A enthalten. Aus diesen Werihen 


mufs der kleinste « genommen werden, welcher der Bedingung $-+gA= 
Diga—q)— 


2 
- 





I genügt; jedenfalls braucht also 3+gA nicht größser als D zu 


3 
f 


sein. Aber 5 ist mindestens der Einheit gleich. Setzt man A=4{D—-1), 
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so ist d+gqA—= D+Pß+(g—-1)KAD—-N)—YD-+1) Nun ist g—1 eine 
gerade Zahl und im ungünstigsten Falle = 2, aber in diesem Falle wäre, selbst 
wenn nur A—=1, doch 9+D—1— 4(D--1) eine positive Gröfse; um so mehr 
in allen übrigen Fällen, mithin ist #+g4>D und daher keinesfalls @ gröfser 
als d3+g4(D—1). Nun ist a=a4+gh, wo für % der kleinste (positive) 
Werth zu nehmen ist, welcher der Gleichung D2z— 2y’h = %ay--g') genügt; 
mithin ist 4 höchstens = D—1 und «a höchstens %-+34(D—1). Da nun 
höchstens 9 —1 ist, so ist « höchstens y—1--39(D—1). Um 5 zu haben 
mufs man a+1 von DgA’ abziehen, man hat also höchstens 34D— !y abzu- 
ziehen. Der Werth von 4’ ist so anzunehmen, dafs 5 positiv und aufserdem 
—= Pay) -W— N) 
er 2q 

nicht kleiner als D ist. Man hat also höchstens #2 zu setzen, denn dann 
ist DyW"— 3Dg-4y = 4gy(D--1), also positiv und gröfser als D. 

Ist zweitens y ungerade und D gerade, so sieht man, mit Beibehaltung 
der vorhergehenden Bezeichnung, dafs « keinesfalls gröfser als A--4.4D ist. 
Nun ist hier «= «a-+gh, wo Ah den kleinsten Werth bedeutet, welcher der 
Gleichung 4D.2— gy’h= agy--g' genügt, also ist A höchstens 4D—1 und ” 
höchstens —1+4Dg+g(4D—1). Um 5 zu finden hat man also höchstens 
Dg von 4Dgh' abzuziehen, d. h. es ist höchstens 4" — 3 zu setzen. 


Ist drittens D ungerade und y gerade, so ist zunächst der kleinste 
Werth % von y zu suchen, welcher der Gleichung 4428 — q'y = le Genüge 
leistet. Die Werthe von y sind nun in der Form 5-+4g% enthalten; setzt man 

—=4D-—1), so ist P+44.4(D—1) = D4+ 4((g—- 4)D+4P—g). Nun ist 


DI, also jedenfalls %-4+44.4D—1)>D und « keinesfalls gröfser 


als #-+44.4.D—1). Ferner ist = a-+4g.h, wo h der kleinste Werth ist, 
welcher der Gleichung Dz2 — 2y’R — 2(ay-+-g') genügt, also A höchstens 
D-—1 und a höchstens 29D-+44—1, also ist mindestens 54=4Dgh'—34D—- 4 
und 4' höchstens —=3. 


Ist e= (0 und D und g ungerade, so ist die Gleichung 9g2.—2y'y—0 
aufzulösen, also die allgemeine Form des Werths von y in diesem Falle 
y==gh. Setzt man AJ=4(D—1), so ist « nicht gröfser als q9.4D—1). 
Ferner «= «-+gh, wo h höchstens = D—1 ist, also a höchstens 34D—}y 
und 5 mindestens Dyh' — 349D-+34—1, also höchstens ’ —=2. Ist D gerade 
und g ungerade, so findet man, dafs mindestens = 44 DW — 4D-+9—1 ist, 


wird. Der zweiten Bedingung wird genügt, sobald % 
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also höchstens  —=3. Ist D ungerade und g gerade, so ist 44.4(D-1) 
gröfser als 2, mithin & nicht gröfser als 44.4(D-+1), woraus folgt, dafs 6 
mindestens — 4Dgh’ — 34yD-+44—1, also höchstens 4’ —= 2 ist. 

Es ergiebt sich hieraus als allgemeines Resultat, dafs spätestens die 


dritte auf die primäre Stammzahl folgende Zahl die Adjungirte der secundären 
Stammzalhl ist. 


23. 

Eine besondere Beachtung verdient der Fall fir I=2. Der im An- 
fang von ($. 23.) bewiesene Satz nimmt dann noch eine andere Form an. 
In ($. 3.) wurde nemlich angemerkt, dafs in diesem Falle der mittlere Theil- 
nenner %k entweder —=a oder =a4—1 ist, je nachdem A—.a eine gerade 
oder eine ungerade Zahl ist. Ferner wurde dort bewiesen, dafs überhaupt, 


‘ 


wenn k = en ist, der letzte periodische Theilnenner nicht kleiner als D sein 


2a 


kann, dafs dagegen, wenn = ist, dieser periodische Theilnenner der 


Einheit gleich sein mufs. Ist also D=2, so heifst dies: der letzte periodische 
Theilnenner wird gröfser als die Einheit oder ihr gleich sein, je nachdem 
k=a oder k—=a—1, d.h. je nachdem A—.a gerade oder ungerade ist. 
Auf diesen Fall angewandt heifst mithin der erwähnte Satz wie folgt: 

Wenn es eine Stammzahl A giebt, welcher das Schema 


Ay az 2. Amy (2) 
zukommt, während das Anfangsglied —=a ist, und es ist 4, _>1, so giebt 
es eine andere Stammzahl, welcher das Schema 
1, „—1, a,, ... a„—1, 1, (2) 
oder das Schema 
1, 9 —1, @, ... Gmo2y Amir, (2) 

zukommt, je nachdem A—.a eine gerade oder eine ungerade Zahl ist, 

In Beziehung auf den Werth von 4’ ist in diesem Falle Folgendes zu 


bemerken. 
Ist k—a, also k— 75, so ist, wie in ($.3.) bewiesen, 24’ = g’ 


und mithin a bi Si —=i1; 
2q 


chung 92 — 2g'y==e genügt, ist also hier der Werth von « und daher « 





der kleinste Werth von y, welcher der Glei- 





Fr TE 
höchstens „—1 und d mindestens g4'’—(g—1). Ferner ist iin am Na Dome 


2q 
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Ist aber y der kleinste Werth von y, welcher der Gleichung e—2{g—g')y=E 
genügt, so ist 5 der kleinste in der Form y-+-g% enthaltene Werth, welcher 
grölser als 3 ist, ö braucht daher, um dieser letzten Bedingung zu genügen, 
nicht gröfser als 2 zu sein. Auch kann 5 kein Vielfaches von g sein, mit- 
hin kann « nicht = y—1 sein, oder der höchste Werth, den « haben kann, 
ist 9—2. Ist nun A und mithin auch « gerade, so ist « höchstens y—3, 
mithin 5 mindestens 9%’ — (y— 2). Man braucht daher nur 4 —1 zu setzen, 
was d5=2 giebt. Ist A und mithin auch « ungerade, so mufs y’ gerade 


sein, da » und g, wie in ($. 3.) bemerkt, ungerade sind, also mufs auch 





oT 
E14 5 Er ungerade sein. Wäre nun a«=g—2, so wäre b=(A—1)y-+1, 
also müfste „1 sein. Der zu y=1 gehörende Werth von ©, welcher der 
Gleichung 92. —2(g—g’)y = E genügen sollte, müfste ebenfalls ungerade sein. 
Wäre nun z—1, so hätte man 27’—g = E; was nicht sein kann, da K po- 
sitiv, während „> a,g', d.h. g>2«', also 2y'—y negativ ist; wäre 293, 


so hätte man g-+- ya, d.h. 4yy =g”"F2, was ebenfalls nicht 





sein kann. Da es nun noch weniger statthaft ist, gröfsere Werthe für x an- 
zunehmen, so folgt, dafs y nicht kleiner als 2, mithin @ höchstens g—3 sein 
kann; demnach ist 5 mindestens gA'— 4-2 und man mufs daher wieder 
h'—=1 setzen. 


Ist’k—=a-—1, so ist nach ($.3.) „=2g’—g', mithin me —1: 





der kleinste Werth von y, welcher der Gleichung y@ —2(y— y’)y=E genügt, 
ist also der Werth von 5, mithin kann 5 höchstens y„—1 sein, dann wäre aber 
a=qgh'—(b-+1), d.h. a ein Vielfaches von g; was nicht sein kann, also ist 

(at) 7 


mg! 
b höchstens —?2. Nun ist Ai 7 — 3, die Bedingung « Z 2 








ist also erfüllt, sobald «=. 

Ist mithin A ungerade, also a gerade, so kann allerdings db = 4 —2 
und daher y—(d--1)=1 sein. Da nun « mindestens —?2 sein mufls, so 
mufs man A=2 setzen und hat daher in diesem Falle «=4y-+1. Dieser 
Fall tritt also dann ein, wenn der kleinste Werth von y, welcher der Glei- 
chung 92 —2gq'y==e genügt, der Einheit gleich ist. Nun mufs aber der ent- 
sprechende Werth von x ungerade sein, da » und y und mithin auch g’ und e 
ungerade sind. Auch kann x nur der Einheit gleich sein. Wäre 2 =3, 


12T 


so hätte man 39g— 24! — e „d.h. 37 —2gyg = y”F2. Es ist aber 











56 1. Siern, zur Theorie der periodischen Kettenbrüche. 


3f—2gg >g und 9g>2g; diese Gleichung kann daher nicht Statt finden, 
und noch weniger können gröfsere Werthe für x gesetzt werden. Der Fall 


h' = 2 kann also nur dann eintreten, wenn 9— 24 = an ist, d.h. 
(y—g}=?2(gq’F1); mit andern Worten: O*—2(4"F1). Nun ist >ag. 
Diese Bedingungsgleichung kann also nur Statt finden, wenn «4,==2 ist. Setzt 
man daher = 2g'-+g", so ist (+4? —=2(g”F1) oder (d—g"}’—=2(g"’ +1); 
"und (9"—g"”=2(g""F1). Man sieht 
also, indem man diese Betrachtung fortsetzt, dafs man auf eine Zahlenreihe 
1; 4; @'; -.. kommt, in welcher allgemein 4, = 24,;1+ 4.42 ist; zuletzt muls 
demnach 94,,,—=1;, 9,421 sein, und (,— 44) =? (G4ı+1). Soll also 
h'==2 sein, so mufs der Kettenbruch, welcher der Zahl A entspricht, so 





hieraus folgt wieder „ —=24"-+y 





beschaffen sein, dals das letzte periodische Glied —=1, alle vorhergehenden 
aber — 2 sind. Umgekehrt läfst sich nachweisen, dafs jeder Kettenbruch 


dieser Art einer Stammzahl entspricht, und dafs dann 4 =2 zu setzen ist. 
Dafs dies bei dem Schema 2, 2, 1, (2) wirklich der Fall ist, läfst sich un- 
mittelbar nachweisen, die Stammzahl ist > 1. Ist es aber bei einem Schema 
dieser Art, welches » periodische Theilnenner, die =? sind, enthält, der 
Fall, so mufs es auch so sein, wenn das Schema n--1 solcher Theilnenner 
enthält. Behalten .nemlich für das letztere Schema die Buchstaben g, g', g" 
ihre frühere Bedeutung, so ist, nach der Voraussetzung, (47 —g"}? =2(y"”+1) 
und zugleich = 2y'--gq", mithin auch (4 -  ’=2(g”F1) und 4-1, 
aufserdem ist g ungerade. Es sind also die nölhigen Bedingungen erfüllt, 
damit dem Schema eine Stammzahl entspricht ($.22.) und da g— Wy' = e, 
so folgt, dafs =g-1, also 4’ = 2 ist. Diesen besondern Fall abgerechnet, 
wird also auch, wenn k—= a4—1 und A ungerade ist, 4 = 1, mithin 
b=4y-—(a-+]1) sein. 

Ist 4 gerade, also « ungerade, so kann 5 höchstens „—3 sein, mit- 
hin jedenfalls 4’ — 

Aus dieser Discussion ergiebt sich also, dafs immer, wenn D=2, 
b=4— (a-+1) ist, den Fall ausgenommen, wenn das Schema 2, 2, 2,...1(2) 
zur Stammzahl gehört, wo db = 3% — (a-+1) ist. 

Aus der Formel (78.) folgt, je nachdem = 1 oder 4’ —=2 

A—B=%»-g, 
A—B = 4(p—4). 
Abgesehen von dem Ausnahmefall ist also A gröfser oder kleiner als B, je 
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nachdem 2» gröfser oder kleiner als g’, d.h. je nachdem 2’ grölser oder 


! 
kleiner als „(9 — 2a) ist. Da nun 9 >2Y', also ein echter Bruch ist, so 


heifst dies: die primäre Stammzahl ist gröfser oder kleiner als die secundäre. 
je nachdem 4 kleiner oder gröfser als 2« ist. Auch folgt aus der Gleichung 
A—B=?2»p —g, dafs von den zwei conjugirten Stammzahlen immer die 
eine gerade, die andere ungerade ist. 

Aus der Gleichung A— B=4(p—y’) folgl, dafs A oröfser oder 
kleiner als B ist, je nachdem g kleiner oder gröfser ist als a. In diesem 
Falle ist aber, wie oben gezeigt, immer «=y--1, also y<<a, mithin ist 
im Ausnahmefall die primäre Stammzahl immer gröfser als die secundäre, und 
zwar 6—=g—2. Ferner ist A— B durch 4 theilbar. Nun folgt, wie be- 
kannt, aus der Gleichung pP — Ay’ = +2, dafs A nur in der Form An -+2 
oder 4n--3 enthalten sein kann. die conjugirten Stammzahlen werden also 
beide entweder in der Form 4r--2 oder in der Form 4% --3 enthalten sein. 


Zug +" T2 
q” 


ungerade, «—=g--1 gerade, folglich A ungerade, mithin sind in diesem Falle 
die conjugirten Stammzahlen immer in der Form 4n--3 enthalten. 


26. 

Kennt man den Nenner d des vollständigen Quotienten, aus welchem 
sich der periodische Theilnenner «;,, in der Periode der Stammzahl A ergiebt. 
so kann man, mittels des in ($. 8.) angewandten Verfahrens, den Nenner d, 
des vollständigen Quotienten finden, aus welchem sich derselbe Theilnenner 
in der Periode der Zahl A, ergiebt. 

Bezeichnet man durch f den Werth D oder 4D, je nachdem A, aus 
der Formel (69.) oder aus der Formel (70.) zu berechnen ist, so findel man: 


d,— d = [2fyh.a, a-+-f’yh’.a,a;— (A,— A)a,.a,]a,,a;, 


also, wenn man die Werthe von A, und A berücksichtigt, 





Es ist aber überhaupt A= u’ -—- ‚ und in dem Ausnahmefall ist q' 


! 
d,— d = 2fyh (a,, ad; — PL r a;)4,, a;—2fh.a,,4;.4;,2, 4, 


Auch hier bilden also die Nenner der vollständigen Quolienten, welche den- 
selben Theilnenner geben, eine einfuche arithmetische Rethe. 


27. 
An die vorhergehenden Untersuchungen über die Kettenbrüche, deren 
mittlerer Nenner D=2 ist, schliefsen sich ganz ähnliche Betrachtungen an, 
Crelle’s Journal f.d.M. Bd. LIII. Heft 1. 8 
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wie sie in ($$. 12— 15.) in Beziehung auf die Kettenbrüche entwickelt worden 
sind, welche kein Mittelglied haben. Ich beziehe mich hierbei auf die Ab- 
handlung Göpel’s, welche auch in diesem Journale (Bd. 45.) abgedruckt ist. 

Es war längst bekannt, dafs jede Zahl, deren entsprechender Kelten- 
bruch das Mittelglied 2 hat, wenn zugleich die Anzahl der periodischen Theil- 
nenner gerade, in der Form x" --2y’ dargestellt werden kann, wo r und y 
ganze Zahlen sind. Aber Göpel hat zuerst gezeigt, wie man die Werthe 
von z und y unmittelbar durch den der Zahl entsprechenden Kettenbruch 
finden könne. Zwar hal er sich nur auf den Fall beschränkt, wenn die Zahl 
eine Primzahl oder das Doppelte einer solchen ist, in welchem Falle, nach 
einem bekannten Salze, der später auch mit Hülfe der Kettenbrüche bewiesen 
werden soll, es nur eine einzige Darstellung der Zahl in der Form x? --2y° 
giebt. Allein diese Beschränkung ist nicht blofs überflüssig, sondern es wer- 
den durch dieselbe auch einige interessante Eigenschaften verdeckt. In der 
That gilt Göpel’s Beweisführung ungeändert auch in dem allgemeinen Falle, 
und wenn alsdann die Zahl auf mehr als eine Weise in der Form z°-+2y 
darstellbar ist. so findet man immer eine und nur eine dieser Darstellungen 
aus dem der Zahl entsprechenden Keltenbruch. 

Mit Beibehaltung der frühern Bezeichnung sei 

ar a 

das Schema, welches irgend einer. Zahl A zukommt; das Anfangsglied sei « 
und «. einer der periodischen Theilnenner. Man selze a,, a. =m'; 4,, 4,.—n; 
een va se reinen 
4.2, d,„=rvz;5 so wird, wie Göpel bewiesen hat, einer der drei folgenden 
Fälle Statt finden. Es wird nemlich, wenn das Mittelelied der Periode —= u 
ist, immer ein Theilnenner a. vorhanden sein, so beschaffen, dafs 
im ersten Falle: y= m, + 2m”; p' =n?’-+ An} und zugleich u = 2m’; v—m,; 
im zweiten Falle: y—=m"’+2m; pP =m-+Iin; u=m'; v—2m,; 
im dritien Falle: y— (m’+ m, +2m; p =n’-+4/n-n,) und zugleich a, ,,—2. 

Im ersten Falle ist n, gerade, also n ungerade, im zweiten ist n 
gerade, also n, ungerade, im drilfen ist n--n, gerade, also sind n und n, 
beide ungerade. Je nachdem der erste, zweite oder dritte Fall Statt findet, 
werde ich sagen, dafs y zur ersten, zweiten oder dritten Classe gehört. 


Die Zahlen, für welche g in dieselbe Classe gehört, sollen zu derselben 
Classe gerechnet werden, so dafs also eine Zahl zu der ersten, zweiten oder 
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dritten Classe gehört, je nachdem dies bei dem entsprechenden 4 der Fall 
ist. Alle Zahlen, welche zu derselben Stammzahl gehören, gehören also auch 
zu derselben Classe. Eben so gehören conjugirte Stammzahlen zu derselben 
Classe, wenn sie Urstammzahlen sind ($. 21.). Dagegen gehört z. B. 43 
in die erste Classe, nicht aber 6 (vgl. $.23. am Ende und $. 32.). 

yAtJ, vA+J var! 


ul ee — die drei aufeinanderfolgenden 


vollständigen Quotienten, aus welchen sich die Theilnenner «., «.,,. a 








Bezeichnen 


z+2 
ergeben, so beweiset Göpel, dafs im ersten Falle D,—=2D ist, und da 


A=J’-+D,D ist, so folgt A—= J’--2D”. Im zweiten Falle ist D—2D,. 
also A—=J’+2D,. Im dritten Falle it 2D— D,+D' und zugleich 
J—=1(D,+D)—141(D,— D') Hieraus folgte A=J°-- D,D—= 7, (D,— D') 
+2.4(D,+D,). Nun sind 4(D,—D,) und 4(D,--D,) ganze Zahlen, also ist 


wieder A in der Form xz°-+2y? ausgedrückt. Statt, wie es hier geschieht, 





die Werthe von x und y durch die vollständigen Quotienten auszudrücken. 
kann man sie auch unmittelbar durch die Theilnenner des entsprechenden 
Kettenbruchs ausdrücken, ähnlich wie in ($. 12.). 











28. 
Ich schicke zunächst folgende Bemerkungen voraus. 
Gehört g in die erste Classe, so ist n— ., d.h. 
Haut or. 17 "tar 
aan Kai Ka 

Ist «a.,, gerade, so a daher a,=4a,,, sein; ist «a,,, ungerade und 
zwar —2l-41 | 27-2, mithin 
a. —=l=}4(a,—1). Jedenfalls kann also «,,, nicht kleiner als 2 sein. 

Gehört y in die zweife Classe, so ist Z =, d.h. 


1 
tl erleti. : 
z+2 a;-1F7 . | 
FR +2]. 


Am 


also mufs a,,,—=+4a, oder 4(a,—1) sein, je nachdem a, gerade oder un- 
gerade ist; mithin kann «, nicht kleiner sein als 2 und es ist an’ > 2m,. 
Hieraus folgt ferner, dafs, obgleich die Zahl g im Allgemeinen auf 


mehr als eine Art in der Form z°-+2y? darstellbar ist, unter diesen verschie- 
5 * 
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denen Darstellungen doch immer nur eine einzige ist, vermöge deren g in 
eine der drei Ölassen gehört. Es versteht sich von selbst, dafs nicht q = 


2 ‘ 


| 2 2 ‚ 2 2 2 
- 2a,, a, oder y=A,, a; + 2a, d_,—4,, 4, + 24, @,_ı 


4, 4,_, + 24, 4, —A,, 4,1 - 


2 


oder g= (4, 4,4 4, 4,_,) +24, & = (4, 4,44, a,-ı) + 2a,, 4, sein 


kann, sobald nicht z=p ist, d.h. es kann nicht g auf mehr als eine Art 
zu einer und derselben Classe gehören. Eben so wenig kann «@,. a? + 2a, ,a_ı 
— 4, 4,1 + ?2a,, a, sein, d.h. es kann nicht g zugleich zur ersten und 
zweiten ÜClasse gehören. Gehört g in die erste Classe, so dals y = 
4, @._,+ 2a,, a2 ist, so kann nicht zugleich y = (a, a,-+ a, a,_,) + 2a, , «, 
sein. Denn jedenfalls müfste » <z sein; wäre p—=2—1 und «,—1, so wäre 


| ” 2 ig Re 2 / 2 
4, ,4.— 4, 4,4 4, 4,_,, also 4,, @;_,ı+ 24, —=4a,,0,+ 2(@,,4,+ 4, 4,-ı) 


> (1, 4, +4, 4,_,) + 2a,, a); und um so mehr wenn a, >1 oder 
p<2—1 ist. Auch kann nicht g in die zweite Classe gehören, so dals 


y=4M, a -?2a,, a_, und zugleich = (qa,,u,-a,,a,_,) + 2a,, a, sind. 
Dies wäre nemlich nur unter der Voraussetzung möglich, dafs p=2 —1 
und a. — 1. während oben bewiesen wurde. dafs @, nicht kleiner als 2 sein 


kann. Eben so folgt, dafs nicht y zur dritten Classe gehören kann, so 
dafs y = (a,,a,. + 4,4,_,) + ?2a,, a; und zugleich y = u,,4,-+ 2q,, Es 
ist. Dies wäre nur möglich, wenn y—=2-+1 und a,—=a,,,—1 wäre, während 


d.,, =? sein muls. 


29. 

Nach ($.3.) kann das Mittelglied der Periode nur =a oder =a—1 
sein. Es sei zuerst das Mittelglied —= «a; dann ist (nach $. 3.) " =?2Yy); 
nun ist zugleich py—q,g’ =1, also pg =? +1 und py—=y’+2. 
Gehört g zur ersten Classe, ist also y = m; + 2m'” und 2p' = n,-+-?n’, so ist 


g’+2 = (mn, + Rm'n)’ +2 (mn — m’n,), 
also, da m,n — mm, = +1 ist, 
g = mn, 2m'n. 


Nun sei A eine Stammzahl, so hat man nach ($. 16.) 


7 +2 
a’g+?2aqg' + —— Ä 
4= SIE Ehe 
q q 
4 — (am, +n,)’+2(am’+n)? _ Mo+2M* 














1 7 
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Setzt man nun 
2Mm' — M,m, 








x und 
q 
' Mm,+m'M, 
= q - 


so sind x und y positive Zahlen, und es ist A—= x°--2y”. Ferner ist 
(MM; +2M?) +2 (m” MN; — mM’) —= My. 

Nun ist M}-+-2M° durch g theilbar, also auch m”’M’— m’M?’, und da 
mM, — m, M= +1 ist, so mufs auch Min, -- Mn’ durch g theilbar sein; 
d.h. es ist y, und mithin auch x, eine ganze Zahl, und es somit nachge- 
wiesen, dafs die Stammzahl A in der Form x’ -+-2y” enthalten ist. 

Aus der Stammzahl findet man jede Zahl A,, indem man a--gh stall 
a setzt. Setzt man daher 








' 1.22 | 2 
FR 2 [(a+gh)m'+n]|m \(a+gqh)m,+n,]m, — 2 ham" — m), 
! r 
ER l(a+gh)m'+n]m, a qh)m,+n, |m — y+2hm'm, und 
2m”— m —=a; Rmn,—P, so ist 


An—(atah’+2(y+ N), 
also auch jede zur Stammzahl A gehörende Zahl in der Form x’ --2y ent- 
halten. 


In dem hier betrachteten Falle ist »», ungerade, also auch «, und da m 
und m, keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so ist dies auch bei « und 
der Fall. Die unbestimmte Gleichung 


(79)  wu—Pr—H+l 
ist mithin immer auflösbar. Nun ist 


ayı — Bx, —= ay — Br — M,m' — Mm, — +1. 


Es sind also v—=x, und = y, zusammengehörende Werthe, welche der 
Gleichung (79.) genügen. Unter diesen Werthen sind x und y, welche zu 
der Stammzahl gehören, die kleinsten. Gäbe es nemlich noch zwei kleinere 
zusammengehörende Werthe =’ und y’, so wäre, wenn 4’ irgend eine ganze 
positive Zahl bedeutet, 


z—=r-+oh; y=y'-+Ph und 
ray air ayır ler +2py)h lei r2p)h. 
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Nun iste’--29°—g‘, also «+22 >>g, mithin wäre jedenfalls y(z’+2y?)>g-+1. 
d. h. die gröfste in yA enthaltene Zahl « wäre —g-+1. Allein es wurde 
früher bewiesen ($.25.). dafs a @n der Regel kleiner als g ist; nur in dem 
Ausnahmelall ist @—= g—1, und allein in diesem letzteren Falle mufs g zur 
dritten Classe gehören, da alle periodischen Theilnenner, den letzten ausge- 
nommen, —?2 sind, mithin @.=a,., ist. was nach (28.) weder bei der er- 
sten, noch bei der zweiten Classe der Fall ist. 

Man könnte vielleicht einwenden. dafs möglicherweise der letzte perio- 
dische Theilnenner «,=1==a,,, wäre und g zur zweiten Classe gehörte. 
Allein dann würde qg = m’— m, sein, während 49 = m"--2m‘ sein mülste. 
Man bemerke gelegentlich, dafs überhaupt der letzte periodische Theilnenner. 
wenn er der Einheit gleich ist, nicht @,,, sein kann, da g, zu welcher der 
drei Classen es gehören mag. nicht = m’+ m, sein kann. 

Gehört g zur zweiten Classe, und ist also y— m’ + 2m}; 2p' —=n’--2n). 
so ist 

g’— 2 = (m'n-- mn)" — 2 (m'n, — m,n)'. 
mithin 9 = m'n-— 2m n,. Hieraus folgt wieder 


f (am'’ +n)’+2 (am, +n,)? M?-2M; 
N 7 7 








Seizt man nun 


Mm'’—?2M m, 
und 
7 


Mm, + Mm!’ 








Y zu 


h 1 
so ist nicht blofs v, sondern auch .r eine posztire Zahl. da, wie ($. 28.) be- 
wiesen, m > 2m, ist, und es ist 4= x2°-+2y°,. Nun ist 


2 (Mm? — M}m")—- m (M’—2M}) = M’g, 


und da M°--2M} durch g theilbar ist, so ist auch Mm + M an’ durch g theil- 





bar. Folglich ist v, und mithin auch x eine ganze Zahl, also ist auch in 
diesem Falle die Stammzahl 4 in der Form z°—2y” darstellbar. 

Setzt man hier m’ — 2m’ —= «a; Im'm —/, so findet man wieder, wie 
im vorhergehenden Falle, dafs 


> 


4, —= (z-+ah)+2(y- Ah ri; 2y}. 


Auch folgt wieder, dafs die Gleichung (79.) immer auflösbar ist, so wie, dafs 


ay, — Br, = ay— Pr = Mm’ — Mn, = +1 
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ist und dafs & und y die kleinsten zusammengehörenden Werthe sind. welche 
der Gleichung (79.) Genüge leisten. 


Gehört y zur dritten Glasse, und ist also y — (m! 4-70)? + 2m”; 
2p' = (nn, -+?2n’, so ist 
2 lm m) (nn) + mn] + 2 [m + m, n — (nn, m]. 
mithin 
g = (mM - m,)(n--n,) + 2m'n 
und 


(M-+ M,)?+2M° 
q 


A= 





Man setze nun 





2 Mm! — (M-+ M,)(m’+ m,) 





ei = 
1 

yı M (m'’+m,)+m'(M-+ M,) 
7] 3 


so ist 4= 2° -+2y”. Nun ist 
(m’-+m,’[M+MN,?+2M?] +2 [m”(M-+M,”— M’(m'+ m," ]= (M-+N,)g, 
also da (M--M,)’+2M° durch 4 theilbar und m’(M,+ M)— (m’--m,) M — +1 
ist, so ist auch m’(M-+ M,) + (m’--ın,) M durch g theilbar, d.h. y, und mithin 
auch x, sind ganze Zahlen, und es ist demnach auch in diesem Falle nachge- 
wiesen, dafs A in der Form =°--2y” darstellbar ist. 

Während aber in den zwei früheren Fällen der Werth von = immer 
positiv war, so kann er hier sowohl positiv als negativ sein. Setzt man 


‘ 2 | \2 f i 
2m” — (m m” =a; 2m +m,) m — P, 


so kann auch «@ positiv oder negativ sein, es werden aber x und « immer 
dasselbe Zeichen haben. (Aus 2m” — (m’+ m," 0 folgt, dals « positiv 


' 
oder negativ ist, je nachdem —> 1--y2.) Man findet nemlich 
( 


ay — x —= mM, — Mm, = +1. 
Diese Gleichung kann aber nur bestehen, wenn « und & gleiche Zeichen haben. 
Bezeichnet man wieder durch x, und y, die Werthe, welche man be- 
züglich aus x und y erhält, wenn man «--gh statt « seizt, so findet sich 
27, =c-+tohl; y=y-+Ph 
und 


4, = (20h) -+2(y+ Ph). 
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Es ist also auch hier nachgewiesen, dafs jede solche Zahl in der Form x’ -+2Y 
enthalten ist. Auch beweist man hier wieder wie früher. dafs die Glei- 
chung (79.) immer auflösbar ist, und dafs & und y die kleinsten zusammen- 
gehörenden Werthe sind, welche dieser Gleichung genügen (wobei man sich «r 
posiliv genommen vorslelit). Im Allgemeinen ist nemlich auch hier wieder 
das Anfangsglied «<Z 4. Im Ausnahmefall aber, welcher, wie oben gezeigt 
wurde, immer zur dritten Classe gehört, kann es noch ein Paar zusammen- 
gehörender Werihe geben, welche bezüglich kleiner als x und y sind. Denn 
setzt man 2. + oh; y=y'’4Pph', so ist, wenn W—=1: 


2 +-2y' = + 2y"+2(axr' —-2Py')-+ oc "RP. 


Nun ist @ +29 =g und «+25 >g; es kann also die gröfste in Y(x* -+-2y’) 
enthaltene ganze Zahl re sein. Allein in diesem Falle wird « immer 

:+1 sein; denn ein man 4,4. =l1, so ist m" —=Rm, +1, also = 
2 (2m, +1 — Im, + = (2m, + 1)! — m) = = ml — ın? — — +1, wo das obere 
oder untere Zeichen, unter denselben esiiuien, wie in der Gleichung 
oy—Pe—=H+1 zu nelımen ist. (Man hat nemlich in diesem Falle m, —=n, 
== n,, also ml — in, = mn, — m,n. Man sieht zugleich, dafs überhaupt « 
immer und nur dann —= +1 ist. wenn sämmtliche Theilnenner «,. @,. ... a. 
den Werth 2 haben, und das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je 
nachdem & gerade oder ungerade.) Dieser Gleichung wird also Genüge ge- 
leistet, wenn man y =1, «’—=0 setzt. Man hat mithin 2=e, y=Pß+1 
und in so fern man den Werth Null ausschliefst, sind auch diese Werthe wieder 
die kleinsten zusammengehörenden, welche der Gleichung (79.) genügen. 


Bisher wurde immer vorausgesetzt, dafs das Mittelglied der Periode 
a sei. Ist es aber «—1, so hat man g= 24q,—g' und in Folge der 
Gleichung yy —q,y=1 ist "+2 = g/2p'— g'). Es bleibt daher Alles wie 
früher, nur dals 2p'— g an die Stelle von 2» tritt. Entwickelt man nemlich 
den Werth von 2»’—g', so findet sich, dafs dieser Ausdruck, je nachdem A 
zu einer der drei Classen gehört, genau denselben Werth hat, welcher früher 





r2 
für 2» gefunden wurde. Da mithin die Werthe von g und hit End .- genau die- 


selben bleiben, wie im früheren Falle, so bleiben auch alle Be abgeleite- 
ten Formeln unverändert. 














1. Stern, zur Theorie der periodischen Kettenbriche. 65 


30. 
Es wurden oben die vollständigen Quolienien, aus welchen sich be- 


. [2 [3 * / 
züglich die drei Theilnenner «,, a@,,,. @.,, ergeben, durch SER, Br: 
A J' - “ x 
LE Ah bezeichnet. Nun ist 
+J I Am'm, L— MM, ; + D ——- M? Am'’. 


Gehört A zur ersten Classe, so findet man hieraus, wenn man statt A seinen 
Werth er setzt, J=2, D=y. Nun it A=J’+D,D = 2’-1.2y}, 
also ist D —2y=2D. Gehört A zur zweiten Classe, so findet man, durch 
Substitution seines Werthes, J—=r, D=2y also D=y=1D, und wenn 
A zur dritten Classe gehört, J=y+x, D=y. Nun ist in diesem Falle 
4.,,—2, also, wie bekannt. "=? D—-J=ytax ud A=J"-+DD — 
(yF&z)’+yD=x-2y’, also D’=y+2x, und da auch A=J’-+-DD 
—(ytz)-+Dy ist, so folgt D, —=y*F2x, mithin D=4(D,-+D!'). Dieses 
sind die oben erwähnten @öpel’schen Formeln. 


31. 

Wenn Pa z zwei aufeinanderfolgende Näherungswerthe von yA be- 
zeichnen und es ist s<Zg, so muls, wenn Ag ist, auch y = s; +25’ 
sein. Denn es ist sr», — sr = +1. Setzt man nun P=?r's-+sr,; 
0 = s;+2s’, so findet sich P?— AQ°’ — —?2, wenn man statt 4 seinen 
Werth setzt. Es sind also P und Q zusammengehörende Werthe von x und 
y, welche der Gleichung «=? — Ay’—= —?2 genügen. Nun erhält man, wie 


bekannt, alle Werthe von x und y, wenn man Zähler und Nenner der Nähe- 
rungswerthe von yA nimmt, welche aus allen Theilnennern gebildet sind, die 
dem mittleren Theilnenner in der ersten, zweiten u.s. w. Periode vorausge- 
hen, so dafs die kleinsten zusammengehörenden Werthe 2=p und y=y 
sind. Wäre nun nicht P=p und Q=g, so mülsten P und Q@ Zähler und 
Nenner des Kettenbruchs sein. welcher aus allen Theilnennern gebildet wird, 
die dem mittleren Theilnenner in der zweiten oder einer folgenden Periode 


’ r' ) 
vorausgehen. Nimmt man also an, dafs der Bruch — aus den Theilnennern 


4, Gy, ».. 4, gebildet ist, so mülsten mindestens die Theilnenner 


BE a N a u > 
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2s : . 
dazu verwendet werden, um den Bruch — zu bilden. Allein, da « mindestens 
0 


—-2 (abgesehen von A=3), so ist schon der Zähler des aus den Theil- 
nennern 4,, ... 4, 2a gebildeten Kettenbruchs gröfser als 4y und um so 


mehr gröfser als 4s. 


r’+ 2r, 
s’+2s2 


® . 2 < 2 .. s 
sein. Setzt man nemlich P=sr'+2s,r,; O=s+2s,, so mülste z— der 


Werth des Bruchs sein, welcher aus der Reihe (80.) entspringt, da wieder 
P’—40’—= —2, während, wie eben bewiesen wurde. der Zähler dieses 


Ist unter denselben Voraussetzungen A—= so muls = s’-+2s, 


Bruchs gröfser als 4s ist. 

(r'+r,)’+?2r} 

(s+3,)’+2s° 

ist, auch „= (s-+s,)’4-2s? sein mufs. Denn es sei P= (3s-+s,)r'+(s+s Jr; 

Q= (s+s,)’-+2s’, so ist PP—AQ’—= —2, also mülste der aus der Reihe (S0.) 
+5, 


. 38 
folgende Kettenbruch den Werth haben, was wieder nicht sein kann, 


0 





Ebenso folgt, dafs, wenn unter denselben Voraussetzungen A— 


da 35 -+s, <4s ist. 

Hieraus ergiebt sich weiter, dafs, obgleich die Zahl A im Allgemeinen 
auf mehr als eine Art in der Form x°--2y” dargestellt werden kann, doch 
nur eine einzige dieser Darstellungen auf die angegebene Weise aus den 
vollständigen Quotienten gefunden werden kann. Mit anderen Worten: wenn 
D., D, D' die Nenner dreier aufeinanderfolgender vollständiger Quolienten 
sind, so kann bei demselben Kettenbruche von den drei Relationen ID, —=2D, 
D=?2D,. 2D= D.--D', wenn bei der letzteren zugleich der zu dem Nen- 
ner D) gehörende Theilnenner —=2 ist, weder eine mehrmals, noch mehr als 
eine vorkommen. Bezeichnen nemlich d,,„ d, d’ ebenfalls drei aufeinander- 


folgende Nenner vollständiger Quotienten, so kann nicht zugleich I =2D 





und d,=2d sein. Wäre es der Fall, so müfste man, wenn =: zn und 


0 
' 
” r" . . e / . 
ebenso —, — zwei aufeinanderfolgende Näherungswerthe von yA bezeichnen, 
So $ 


Gleichungen von der Fornı 


+D=M’-— 4m”, 
D=F+2D = N}: — Am), 


0 
d = r” u As’, 


+ + 


— 6 2 2 
d, ni 2d= N, As, 


+ 
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haben. Hieraus würde 
4a — Mi+2M? _ ri+2r: 
OO m+2m” 82425? 
folgen, mithin wäre qg = m, -+ 2m” = s,+2s’, was, wie in ($.28.) gezeigt. 
nicht möglich ist, wenn nicht m,—s,, m'—=s ist. In der Degen’schen Tafel 





findet man bei der Zahl 998 die vier auf einander folgenden Nenner 14, 7. 
26. 13, aber statt 26 ist 46 zu setzen. 

Ebenso läfst sich beweisen, dafs nicht zugleich I—=2D, und d—2d, 
oder D=2D, und d,—= 2d-sein kann, so wie, dafs nicht zugleich D, + D' 
—2D und d,‚+d’—=2d sein kann, wenn zu D und d der Theilnenner 2 
gehört, auch nicht zugleich d,+-d’=2d und D=2D, oder D,—=2D, so- 
bald zu d der Theilnenner 2 gehört. Läfst man diese letztere Bedingung 
weg, so hört die Richtigkeit des Satzes auf. Bei der Zahl 118 z. B. findet 
man für die drei aufeinanderfolgenden Nenner 3, 6, 9 also zugleich D=2D. 
und D,+D'—=2D; aber hier gehört zu D= 6 der Theilnenner 3. Bei der 
Zahl 811 findet man die vier aufeinanderfolgenden Theilnenner 30, 15, 9, 3. 
also D,—=2D und d,+d'’=2d, aber zu d=9 gehört der Theilnenner 6. 

Aus diesen Erörterungen ergiebt sich also, dafs sich die Frage, zu 
welcher Classe eine Zahl gehöre, nicht blofs nach der Beschaffenheit von y 
($.27.), sondern auch aus den Nennern der vollständigen Quolienten bestim- 
men läfst. Je nachdem sich unter diesen Nennern die Relation I _ —=2D oder 
D=2RD, oder D+D’'—2D findet, wo im letzteren Falle der zu D gehö- 
rende Theilnenner zugleich = sein mufs, gehört die Zahl zur ersten, zwei- 
ten oder dritten Classe. 

Die sämmtlichen vorhergehenden Betrachtungen beziehen sich zunächst 
auf den Fall, wenn die Entwicklung von yA periodische Glieder enthält. Es 
giebt aber eine Stammzahl, bei welcher das Mittelglied sogleich auf das An- 
fangsglied folgt; dies ist die Zahl 3. Will man auch diese, nach der Relation, 
die bei den Nennern der vollständigen Quotienten Statt findet, beurtheilen, so 
bleibt es zweifelhaft, ob sie zur ersten, oder zur zweiten Classe zu zählen sei, 


340 y3+1 y3+1 7344 
u» © Be 2 
heifsen.. Will man sich einer auch sonst bei Entwicklung der Kettenbrüche 








da hier die vollständigen Quotienten . 0, WM 


2 m’ 3 
gebräuchlichen Fiktion bedienen und setzt ==; wer so hätte 
0 


man = m” --2m, = 1 und demnach wäre 3 zur zweiten Classe zu zählen. 


Dasselbe gilt natürlich von der ganzen Zahlenreihe, die sich aus der Stamm- 
g %* 
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zahl 3 ergiebt. Diese Fiktion mufs man ohnehin bei diesen Betrachtungen 
zulassen, wenn die Allgemeinheit nicht gestört werden soll. (Bei der Zahl 
22 z. B., welche zur ersten Glasse gehört, ist = 3. Soll dies in der Form 
m,--2 m” dargestellt werden, so mufs man sich vor dem ersten periodischen 
Theilnenner 1, welcher = m’ ist, noch die Einheit — m, denken.) 

Man beachte auch noch Folgendes. Zur ersten und zweiten Classe 
kann keine Zahl gehören, für welche das erste periodische Glied «;,, ist. 
Zur ersten nicht, weil sonst D,—=1 nicht =2D sein könnte, zur zweiten 
nicht, weil sonst D,—=1 also D=2D,, d.h. D=2 wäre, während nur 
der mittlere Nenner —= 2 sein kann ($. 18.). Bei der dritten Classe kann 
allerdings der Fall vorkommen, dafs schon das erste periodische Glied = a,,, 
ist, wie z.B. bei der Zahl 54. 

32. 

Im 35ten Bande dieses Journals S. 315 hat Jacobi, an die Unter- 
suchung @öpels anknüpfend, eine Tabelle milgetheilt, welche für die Zahlen 
unter 1000 angiebt,. welche Primzahlen oder deren Doppeltes in die erste, 
zweite oder dritte Classe gehören. Er findet, dafs unter den 69 Zahlen, welche 
diese Tafel enthält, 36 zur ersten, 18 zur zweiten, 15 zur dritten Classe 
gehören, und schliefst hieran die Bemerkung, dafs demnach wenigstens bei 
den Zahlen unter 1000 der erste Fall bedeutend überwiegt. 


Ich bemerke zunächst, dafs das Wesen der dritten Classe dort nicht 
genau definirt ist. Jucobet giebt nämlich als Kennzeichen an, dafs die Nenner 


vAtJ, VALJ VAL 
A u 
durch die Gleichung D=4(D,-+D) verbunden sind, und wenn auch noch 





dreier aufeinander folgender vollständiger Quotienten 


nachher hinzugesetzt wird, dafs J—J’ immer durch 2, D,— D’ immer durch 
4 theilbar ist, so reicht dies Alles nicht hin. um die betreffende Zahl zur 
dritten Classe zu rechnen. Bei der Zahl 811 z.B. findet man für die auf- 
einander folgenden vollständigen Quotienten 


y811+19 yS11-+26 v811-+28 
15 ? 9 l 3 











Hier ist = 1(15--3), ferner ist D,— D’= 15 —3 durch vier theilbar und 
J—J'—=26— 28 ist durch 2 theilbar; gleichwohl gehört 811, wie schon in 
($. 31.) bemerkt wurde, zur ersten Classe. Die dritte Classe wird, wie schon 
früher angemerkt wurde, nur dadurch characterisirt, dafs zugleich der zum 
Nenner D) gehörende Theilnenner =2 ist. Wirklich ist in dieser Beziehung 
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auch ein Fehler in der Jacobischen Tabelle, indem die Zahl 134, welche dort 
zur dritten Classe gerechnet ist, in Wahrheit zur zweiten gehört. Allerdings 
folgen bei dieser Zahl drei vollständige Quotienten aufeinander, welche die 
Nenner 13, 10, 7 haben, aber der zu 10 gehörende Theilnenner ist = 1. 
und es sind die aufeinander folgenden Nenner 7, 14, welche die Classe be- 
stimmen. Demnach gehören 36 Zahlen zur ersten, 19 zur zweiten, 14 zur 
dritten Classe. 


Ferner ist es mir nicht klar, weshalb Jacobi, ohne weitere Bemerkung. 
die Zahlen 3, 6, 11, 38, 83, 227, 326. 443 zur ersten Classe rechnet. 
Unter diesen Zahlen ist 3 die Stammzahl, aus welcher sich die übrigen er- 
geben. Ich habe aber schon angemerkt, dafs diese Zahl ebensowohl zur 
ersten als zur zweiten Ülasse gerechnet -werden kann, und sogar aus ge- 
wissem Gesichtspunkte betrachtet, zur zweiten Classe gehört. Zieht man daher 
die erwähnten acht Zahlen von der ersten Classe ab, so bleiben noch 28 in 
der ersten. 19 in der zweiten, 14 in der dritten Classe. Zählt man sie zu 
der zweiten ÜOlasse, so hätte man 28 in der ersten, 27 in der zweiten, 14 in 
der dritten, wodurch das Überwiegen der ersten Classe über die zweite ganz 


aufgehoben wäre. 


Es scheint mir aber, dafs wenn überhaupt durch Abzählen eine Vor- 
stellung über die Art, wie sich die Zahlen unter den drei Classen vertheilen. 
gewonnen werden soll, einerseits nicht blofs die Zahlen, welche Primzahlen 
oder das Doppelte von solchen sind, sondern überhaupt alle hierher gehörenden 
Zahlen berücksichtigt werden müssen, undererseits aber auch nur die Stamm- 
zahlen aufzunehmen sind, da sich aus einer solchen mit Nothwendigkeit ergiebt, 
zu welcher Classe die aus ihr abgeleiteten Zahlen gehören. Liegen die Zahlen. 
die aus einer und derselben Stammzahl folgen, sehr nahe bei einander und 
man zählt sie einzeln, so mufs sich schon dadurch, innerhalb gewisser Grenzen. 
ein Überwiegen der Classe, zu welcher sie gehören, ergeben. 


Entwirft man unter diesem Gesichtspunkte eine ähnliche Tabelle, wie 
die Jacobische, so erhält man, wenn man die Zahl 3 zur zweiten Classe zählt, 
folgendes Resultat. Von den unter 1000 liegenden Stammzahlen gehören 

zur ersten Classe: 22, 43, 131, 139, 179, 211, 214, 246, 262, 2593, 
379, 419, 467, 491, 498, 502, 547, 562, 619, 
683, 694, 722, 739, 771, 787, 811, 827, 834, 
838, 971, 998; 
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zur zweiten Classe: 3, 67, 86, 118, 134, 162, 307, 331, 354, 358, 
422, 451, 459, 523, 534, 566, 571. 643, 662, 
691, 699, 779, 859, 918, 934. 946, 947; 


zur dritten Classe: 19, 163, 166, 243, 251. 339, 347, 454, 466, 
587. 594, 614, 758, 883, 886, 907. 


Es gehören also zur ersten Classe 31 Zahlen, zur zweiten 27, zur dritten 16. 
Während mithin das Überwiegen der zwei ersten Classen über die dritte auch 
hier sich herausstellt, ist dagegen das Überwiegen der ersten Classe über die 
zweite so unbedeuiend, dafs sich durchaus Nichts daraus schliefsen läfst. 


Je nachdem eine Zahl zur ersten, zweiten oder dritten Classe gehört, 
sind n, gerade. n ungerade; n gerade, n, ungerade; n und n, ungerade ($. 27.). 
Diese drei Fälle sind gleich wahrscheinlich, allein wenn die Zahl zur dritten 
Classe gehören soll, so tritt noch die Bedingung hinzu, dafs der zu D ge- 
hörende Theilnenner —2 ist. Daraus ist zu vermuthen, dafs in den zwei 
ersten Classen gleich viel Zahlen enthalten sind, in der dritten aber weniger. 


38. 


Wenn man den Zahlen « und ? die Werthe giebt, welche ihnen nach 
früberer Bestimmung zukommen, je nachdem die Zahl A zu einer der drei 
Classen gehört, so hat man, wie gezeigt wurde, in jedem Falle 


eov— Pr = mM, — m,M. 
Setzt man statt dessen 


(81.) eoy—Pr = +1, 


so ist das obere oder untere Zeichen zu nehmen, je nachdem die Anzahl der 
Theilnenner «,. @,, ... a. gerade oder ungerade ist. 


Es sei A die primäre Stammzahl, also 


A= 2’ +2y", 
A, — (eta?+2(y+B), 


A, = (#420)? 42(y-1 29). 


\ 


Bezeichnet DB die secundäre Stammzahl, so ist, wenn der Ausnahmefall nicht 
Statt findet, A’ die Adjungirte von B ($.25.), mithin 


B = (—e)+2(y—B). 
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Es mufs y<ß, 2 <(e sein, und zwar letzteres, wenn x und « negaliv 
sind ($.29.), ohne Rücksicht auf das Zeichen. Wäre y>Pß, z>a, so 
wäre 2@°+2y°> a2, d.h. A>yg° während «<{g sein muls. Wäre 
2 <a, y>P oder 2 >ea, y<-f, so könnte die Gleichung (81.) nicht 
Statt finden. Setzt man daher $?—y=y’ und «—z=x«', so ist y’ positiv 
und x’ positiv oder negativ, je nachdem « positiv oder negativ ist, und man 
hat B= x”--2y”, auch ist 
(82.) oy'— px —= +, 

wo das obere oder untere Zeichen unter denselben Bedingungen wie in ($1.) 
zu nehmen ist. Der Zusammenhang der Zeichen in diesen zwei Gleichungen er- 
klärt sich auf dieselbe Weise, wie in ($.13.), da die Reihe 1, ,—1, &,.... «. 
einen Theilnenner mehr enthält, als die Reihe a. &, ... a.. Auch sieht 


man, dafs hier wieder x’ und y’ die kleinsten zusammengehörenden Werthe 
sind, welche der Gleichung (82.) genügen. 


Findet der Ausnahmefall Statt, so ist A, die Adjungirte von B, also 
B= (—Ra” +2(y—2P). 


In diesem Falle läfst sich beweisen, dafs y<<22 und x <2« sein muls. 
Setzt man daher 2? —y=jy', 2a —xz=x', so hat man wieder 
oy' — Bxe' = Fi; 


wo dieselbe Bestimmung der Zeichen wie in (82.) Statt findet. 


. u) . 1, | Jı- 
Setzt man, wie früher, A,—= x, +2yj, und bezeichnet durch u , 
ı—1 





rn, le die drei aufeinanderfolgenden vollständigen Quotienten, 
h +1 


aus welchen sich die Theilnenner «,, «,,,, @,;,, ergeben, so ist, bei der ersten 
und dritten Classe, y„—=JD;,, bei der zweiten y,„—= D,_,. Nun ist 





(83) eyı— Pa, = +1 


und / eine gerade Zahl, also mufs y, immer ungerade sein; und da x, und y, 
keinen gemeinschaftlichen Factor haben können, so ist A, in der Form Sn +3 
oder 8” +2 enthalten, je nachdem x, und y, beide ungerade, oder x, gerade 
und y, ungerade ist. Wie bekannt, gehören namentlich alle Primzahlen von 
der Form 8r +3 hierher ($.2.). 
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Aus den früher bestimmten Werthen von « ergiebt sich, dafs « in 
der ersten und dritten Classe =4n-+1 oder =4n-+3 ist, je nachdem m’ 
ungerade oder gerade, in der zwerlen Classe je nachdem »n, gerade oder 
ungerade ist. Da nämlich 4 immer ungerade ist ($.3.), so ist bei der ersten 
Classe », ungerade, bei der zweiten ist es m’, bei der drilten m’-+-m,. Aus 
demselben Grunde wird 5 bei der ersten und dritten Classe —=4n-+2 oder 
— 4n sein, je nachdem x’ ungerade oder gerade ist, bei der zweiten Classe, 
je nachdem =, ungerade oder gerade. Mithin ist «—=4n--1 oder =An--3, 
bei der ersten und dritten Classe, je nachdem = 4n--2 oder —=4n, bei 
der zweiten Olasse, je nachdem A = 4n oder =4n-+-2; oder kürzer: bei 
der ersten und dritten Glasse ist @— / in der Form An +3, bei der zweiten 
in der Form An-—-1 enthalten. 


Ist nun A,, und mithin auch ,, ungerade, so mufs nach (83.), wenn 


das obere Zeichen gilt, «ay, = An-+3 oder —= 4n--1 sein, je nachdem 
= 4n--2 oder —4n und, wenn das untere Zeichen gilt, je nachdem %=4n 
oder —= 4n--2 ist. Dem Vorhergehenden gemäfs mufs also y, = 4n-+3 
oder = 4n--1 sein, je nachdem das obere oder untere Zeichen gilt, wenn 


A, zur ersten oder dritten Classe gehört; gehört dagegen die Zahl zur 
zweiten Classe, so mufs, unter denselben Voraussetzungen, y„—=4n-1 oder 
— 4n--3 sein. Namentlich gilt also für alle Primzahlen von der Form 
Sn --3 der Satz, dafs, wenn eine solche Zahl zur ersten oder dritten Glasse 
gehört, y„— D, in der Form 4n--3 oder 4n-1 enthalten ist, je nachdem 
z eine gerade oder eine ungerade Zahl ist; dafs dagegen, wenn diese Zahl 
zur zweiten Classe gehört, y„—=D;_, in der Form 4n--3 oder 4n-+1 ent- 
halten ist. je nachdem & ungerade oder gerade ist. Da in letzterem Falle 
D,=?2D,_, ist. so kann man auch sagen, wenn die Zahl zur ersten oder 
dritten Classe gehört, ist I, —=4nF1, und wenn sie zur zweiten gehört, 
D,=Sn+2,. je nachdem z gerade oder ungerade ist. 

Ist 4, eine gerade Zahl, so findet man dieselben Bestimmungen für y,, 





wenn %—=4n; ist dagegen = 4n-+2, so ist umgekehrt bei der ersten und 
dritten Classe y„—= 4n-+1 oder =4n-+3 und bei der zweiten y„—=4n-+3 
oder 4n--1, je nachdem x gerade oder ungerade ist. Da nun ==4n oder 
—4n--2 ist, je nachdem bei der ersten und dritten Classe »n’ und bei der 
zweiten ın, gerade oder ungerade ist, so kann man auch sagen: wenn A, 
eine gerade Zahl ist, so wird, wenn diese Zahl zur ersten oder dritten Classe 
gehört, y„—=4n-+3 oder =4n-+1 sein, je nachdem m’— 2 gerade oder 
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ungerade ist; gehört sie zur zweiten Classe, je nachdem m,— 2 ungerade 
oder gerade ist. Da, wenn der Ausnahmefall nicht Statt findet, Y"—=P—y 
ist, so folgt, dafs y„" —=4n+1 ist, wenn y=4nF1, sobald ?—4n, dagegen 
ist y’ in derselben Form wie y enthalten sobald 9—=4n--2 ist. D.h. y’ wird 
—4An+1 sein, je nachdem y=4n7F1 ist, wenn bei der ersten und dritten 
Classe m’ und bei der zweiten a, eine gerade Zahl ist; im entgegengeselzten 
Falle ist y’ in derselben Form wie y enthalten. In dem Ausnahmefall ist 
yY—=2P—y, also y =4n+1, wenn y=4nF1. 

Man sieht, dafs sich diese Sätze noch etwas einfacher aussprechen 
lassen. wenn man die hier als erste Classe bezeichnete, die zweite nennt. 
und umgekehrt. Ich habe die von Jacobi angenommene Bestimmung der 
Classen beibehalten, um Verwirrung zu vermeiden, da ich mich früher auf 
dessen Erörlerungen beziehen mulste. 


an. 


uf 
Bezeichnet man, wie in ($. 15.), durch 7: 5 En bezüglich die re- 


ducirten Werthe der Kettenbrüche, deren Theilnenner 
Wh, ... dr 
a RE 
,d,b,...24,—1 


sind, indem man nur für & und / die ihnen gegenwärtig zukommenden Werthe 
annimmt, so findet sich, wenn man die dortigen Betrachtungen wiederholt, dafs 
y—d, 0=y y=0, 2 —=y', wenn r—z eine ungerade Zahl ist. - Ist 
dagegen r—z eine gerade Zahl, so ist Y—=d, «"=y, y=J(\, 2 —y. 
Da nun d’>d und y >y ist, so folgt, dafs die primäre oder die secun- 
däre Stammzahl die kleinere ist, je nachdem r— z ungerade oder gerade 








?st. Dieser Satz gilt jedoch nur unter der Beschränkung, dafs « weder ne- 
gativ noch der Einheit gleich sei. Er beruht nemlich darauf, dals «d — Py 
—= +1 oder —1 ist, je nachdem r ungerade oder gerade. was nur dann 
richtig ist, wenn « positiv ist. Ferner setzt er voraus, dals einerseils x, y 
andererseits Y, ld oder y', d’ die kleinsten zusammengehörenden Werihe sind, 
welche der Gleichung &&«— Pv — +1 genügen, und keiner dieser Werthe 
Null ist. So lange « nicht = +1 ist, ist dies richtig; im entgegengeselzten 
Falle aber ist d=1, 7=0. Gehört die primäre Stammzahl zur ersten oder 
zweiten Classe, so gilt demnach der Satz ohne Einschränkung. Unter dieser 


Voraussetzuug ist nemlich, wie früher nachgewiesen, @ immer positiv. Auch 
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ist dann «© —>1. Hat nemlich der Kettenbruch, welcher der primären Stamm- 
zahl entspricht, periodische Glieder, so kann das erste periodische Glied, wel- 
ches gröfser als die Einheit ist, nicht @,,, sein ($.31.), mithin ist m’ >1. 
(rehört nun die Zahl zur ersten Classe, so ist « = 2m; — m, > 1. gehört sie 
zur zweiten, so ist m’ > 2m,, mithin «= m” — 2m} >1. Hat der Ketten- 
bruch keine periodischen Glieder, so kann er nur dann eine primäre Stamm- 
zahl sein, wenn man zwei oder mehr Perioden nimmt ($.23.); dann gilt 
dasselbe. 


Für die dritte CGlasse ist sowohl $-+« als %— « positiv, also 5 immer 


de . @ . . 
gröfser als der absolute Werth von «. Entwickelt man — in einen Ketten- 


ß 


bruch, so ist immer, mag « positiv oder negativ sein, 2=0. Ist « negaliv 
und > 1, so ist auch y negativ und «dd — Ay —=+1 oder = —1, je nach- 
dem r gerade oder ungerade ist. Aber auch immer eay— Pr=-1 oder 
— — 1, je nachdem 3 gerade oder ungerade ist. Mithin ist d=y, y=%, 
wenn r— x gerade und ’=y, y=.ır, wenn r—z ungerade ist und folg- 
lich ist zn diesem Falle die primäre oder die secundäre Stammzahl die 
kleinere, je nachdem r — x gerade oder ungerade. Ist «a—=1, so ist y=(0, 
do—=1, y=1, !=P—1. Setzt man nun "= P-+1, y"—=a, so ist 


" 


y=l",@=y",y=0', «@=y', weil z gerade ist, wie früher ($. 29.) be- 


merkt wurde, d.h. es ist die secundäre Stammzahl die kleinere. Ist e= —1, 
sit y—0, del, y=—1, !=P—1 und —-Yy=—1, ad —Py—1. 
Setzt man "= P-+1, y’—= —1, so ist y=0)", y = 0’, weil z ungerade 


ist, folglich ist wieder die secundäre Stammzahl die kleinere. 
Die Zahl 594 z. B. ist eine primäre Stammzahl, welche zur dritten 


Classe gehört, die secundäre Stammzahl ist 347. Hier ist « = — 7, P=30, 
a -— "7 mithin #==3; auch ist 32, da hier r— 3 ungerade 
1 
>45 


ist, so muls die secundäre Stammzahl die kleinere sein. 


Auch 339 ist eine primäre Stammzahl, weiche zur dritten Classe ge- 
hört, die secundäre ist 243. Hier it e—= —1, z=1, also die secundäre 
Stammzahl die kleinere. 

Nennt man die Theilnenner «a,, @,, ... a, die bestömmenden Glieder 
der primären Stammzahl, so sind 1, ,—1, @,... a, die bestimmenden 
Glieder der secundären. Ist « positiv und gröfser als die Einheit, so ist, dem 
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Vorhergehenden zufolge, die Anzahl der bestimmenden Glieder, welche zu der 
kleineren der zwei conjugirten Stammzablen gehört, gerade oder ungerade, je 
nachdem r ungerade oder gerade ist; das Umgekehrte findet Statt. wenn « 
negativ und gröfser als die Einheit ist. 

In ($. 25.) wurde gefunden, dafs die primäre oder die secundäre 
Grundzahl, abgesehen vom Ausnahmefall, die kleinere ist, je nachdem 4 grö- 
[ser oder kleiner ist als 2. Aus dem Vergleich mit dem Vorhergehenden 
ergiebt sich, dafs 4 gröfser oder kleiner als 2« ist, je nachdem r — x unge- 
rade oder gerade, wenn « positiv und >1. Das Umgekehrte findet Statt. 
wenn « negativ und —1 ist. Nun sind « und 5, welches — yq— (a--1) ist, 
bezüglich die gröfsten in der Quadratwurzel der primären und secundären 
Stammzahl enthaltenen Zahlen; es ist also 5 kleiner oder nicht kleiner als «, 
je nachdem r — 2 gerade oder ungerade ist, wenn « positiv und >1. Um- 
gekehrt verhält es sich, wenn « negativ und —>1 ist. 


Im Ausnahmefall ist immer «= +1 ($.29.) und zugleich die primäre 
Stammzahl immer gröfser als die secundäre. 


Schliefslich bemerke man noch Folgendes. Ist A,—= x; -—- 2y), eine Zahl. 
welche zur dritten CGlasse gehört, so mufs immer y, > x, sein, da ay,— Pr, 


— +1 und e<{P. Zu der dritten Classe kann also keine Zahl gehören, für 
welche x, — y+ ist. 

Ferner kann man zu jeder ungeraden Zahl, die Einheit ausgenommen, 
welche man für y, setzt, ein entsprechendes x, finden, so dals d,—= x, + 2y), 
entweder zur ersien oder zur dritten Classe gehört. Die kleinste Stamm- 
zahl aus der ersten Classe ist 22—=2°--2.3°, hier ist a1, =?2, y=3, 
bei der Aten daraus abgeleiteten Zahl A, —= x), + 2y7, ist mithin y, = 3-24. 
Die kleinste Stammzahl aus der dritten Classe ist 19 —= 12.3 und ebenfalls 
e—=1, P=2, y=3, also auch y„,—=3--2%. Der Werth von y, durch- 
läuft also in beiden Fällen allmälich alle ganzen ungeraden Zahlen, die Ein- 


heit ausgenommen. 





39. 


Dals die Primzahlen von der Form 8n-+3 nur auf eine Art in der 
Form «?-+2y’ darstellbar sind ($.27.), läfst sich mit Hülfe der Kettenbrüche. 
wie folgt, beweisen. Es sind dazu zwei Sälze nöthig, welche auch bei ähn- 


lichen Betrachtungen mit gleichem Erfolge Anwendung finden. 
10* 
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Der eine Salz ist eine Verallgemeinerung eines schon früher ($. 12.) 
benutzten Satzes und lautet wie folgt: 


Wenn alle Theilnenner eines Kettenbruchs in umgekehrter Ordnung 
wiederkehren, so dafs die Reihe dieser Theilnenner 


(Os Oo, a Üms Uns Eee Oos 0 


ist und es sind alle Theilzähler = 1, mit Ausnahme des zu dem zweiten 
@„ gehörenden, welcher = % ist, so wird, wenn M den Zähler, N den 


Nenner des reducirten Werths dieses Kettenbruchs bezeichnet, N’-+% 
durch M theilbar sein. 


Denn es ist M= (a, „+ ka, m), 


N = (0,5 &)(0, Am) + ka, Om) (25 Am-ı)s 
I = [(o,, &,) (5 &m_ı) — (5 Ami), Am)] 
mithin Nık=lla, an) Than, m) 1 [(& 5 &m) + Alan, @n_1)]. 
Der andere Satz heifst: 


Wenn M den Zähler, N den Nenner des Kettenbruchs 

















| M 1 
84. . — u, + — 
( ) N 2) rg 
1 
di ae 
kam — 
J 
& m—1 amt. 
o, 
bezeichnet, so ist N’+% durch M theilbar; 
Denn es ist M= k(a,a„)” (a, tu); 
N = k(a,,0n)(0, @m) + (0, on) (25 En); 

5 a, yB 2 2 2 2 
und N’+-k —=[k(a,, 0.) + (& 5 @m-ı) [A (25 &m) + (&25 em) ]- 
In beiden Fällen ist also N’= — X (mod. M). 

Es sei nun A, eine Primzahl = x; —+?2y;. Die Congruenz W=—2 


(mod. A,) hat also zwei Auflösungen. Ist die eine @==w’, so ist die andere 
u—= A,—uw. Von den Zahlen x, und y,, die keinen gemeinschaftlichen 
Factor haben, nehme man die gröfsere zum Zähler, die kleinere zum Nenner 
eines Bruchs und verwandele denselben in einen Kettenbruch, dessen Theil- 
nenner d,, b,, ... d, sein sollen (während die Theilzähler alle =1 sind). 
Je nachdem x, oder y, die gröfsere Zahl ist, hat man demnach A, — 
(61,6. +2(b,,5,) oder A, = (b,,5,7-+2(8,,5,). 
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Es sei zuerst #,_>Yy,. Man bezeichne durch h den Werth des Ket- 
$ 


tenbruchs dessen Theilnenner 5,, d,_,, ... d1, d4, db, ... db, und dessen 
Theilzäbler alle —= 1 sind, denjenigen, welcher zu dem zweiten b, gehört. 
ausgenommen, welcher —2 sein soll. Dann ist s= (b,, b,)’--2 (b,, 5, — A,. 
mithin s®’<<A,; aber nach dem ersten, oben bewiesenen Satze ist s°’—+2 durch 
s dividirbar, d.h. es ist $’= —2 (mod. A,), also s’ einer der zwei Werthe 
von ©. Wäre nun noch A,=v’+22?, so müfsten v und x relative Prim- 


. . U. . . 
zahlen sein. Es sei zuerst v>z. Man verwandele — in einen Kettenbruch, 


dessen Theilnenner «,, &, ... &@„ sein sollen, während die Theilzähler simmt- 
lich —1 sind. Mithin ist A, = (a, , @„)’+2(0,,,„). Nun bilde man den Ket- 
tenbruch, dessen Theilnenner «&,, ... &s &s ».. &„ und dessen Theilzähler 
alle = I sind, mit Ausnahme des zum zweiten «, gehörenden, welcher — 2 
sein soll. Der Zähler des reducirten Werths dieses Kettenbruchs ist A,, der 
Nenner heifse B. Mithin wäre B<-A, und zugleich B’= — 2 (mod. A,), 
folglich entweder B=s' oder B= A,—s. Im ersten Falle wäre also 


— =. d. h. (6,,5,) = (0,, 0); (b,, db, Pa Cm), also auch v—= x, und 


s' 
z—Yy,. Im zweiten Falle wäre 1 FR NOTEEN d. h. wieder (b,, b,) = 
145 
(Am); (Br, 0.) = (0, @m) (Vergl. $. 12.). 
Wäre aber v <z, so verwandele man - in einen Keltenbruch, wel- 


cher wieder die Theilnenner &,, &, ... «&,„ haben soll, so dafs A, = 
(2, 0m) +2 (0, 0m) i gi Nun bilde man den Kettenbruch 


mt 














mit. + 
+ 
MhEIT. 
ET 
4a 
so ist der Zähler des reducirten Werths —= A,; der Nenner heifse 3. Nach 
dem zweiten oben bewiesenen Satze it B?= — 2 (mod. A,). Also ist ent- 
weder B=s' oder B= A,—s’. Im ersten Fall hätte man demnach 
1 
hs — 
6 but thai mt. Rn 
2 1 
b, Kietr at 2 
tEF.. gie aut TEN 
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Wäre nun n—=m, so hätte man 5, —=«a,; db, =4,._1; :-: d,=o,, also auch 








+ K 1 u 
+ eg m 


1 
> 
— —— ut —— 
1 ea _] 
was nicht sein kann. Und eben so wenig können die beiden Kettenbrüche 
glerch sein, wenn nicht nm ist. Ebenso läfst sich zeigen, dafs auch nicht 
B= 4,—s' sein kann. Es ist demnach bewiesen, dafs es keine zweite 
Darstellung der Zahl A, in der Form «°--2y° geben kann. Hierbei wurde 


vorausgesetzt. dals x, > Yy,. Der Beweis bleibt aber im Wesentlichen der- 


5 y 
selbe. wenn x, <{ y,, sobald man nur durch — den Werth des Kettenbruchs 
1 $ 


da a FEURE, 





bezeichnet. 

Man sieht, dafs dieselben Betrachtungen auch den Beweis geben. dafs 
lie Primzahlen von der Form Sn-+1 sich nur auf eine Weise in der Form 
x°--2y° darstellen lassen, sobald nur nachgewiesen ist, dafs sie überhaupt 
in dieser Form darstellbar sind. Dasselbe gilt von dem Satze, dafs jede Prim- 
zahl von der Form 3n-—-1 nur auf eine Weise durch 2° -+3y” darstellbar 
ist. und überhaupt von dem allgemeinen und bekannten Satze, dafs jede Prim- 
zahl, die in der Form =°—+ Ay” darstellbar ist, wo & eine positive Zahl be- 
deutet. nur ezne solche Darstellung zuläfst. 

36. 
Verbindet man die vorhergehenden Betrachtungen mit dem Schlusse 


> A 
von ($.12.). so findet sich, dafs der Werth von —, welcher sich aus der 


4’ 


Gleichung 


(5) Ay —?2 


ergiebi (wo n dieselbe Bedeutung wie in ($. 16.) hat), in einen Ketienbruch 
von solcher Gestalt verwandelt werden kann, dafs sich daraus unmittelbar die 
Werthe von .r, und y, ergeben, welche in der Gleichung A, = x, -+2y}, vor- 
kommen. Ich will dies nur in der Kürze an Beispielen erläutern. Es sind 
hier nämlich vier Fälle zu unterscheiden. 
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It A,>n, mithin m >g° und zugleich 2, > Yy,, so betrachte man 


n ö 
7 den unmittelbar vorhergehenden Näherungswerth eines Kettenbruchs, 


- al 
q’ 


dessen Werth = ist. Daraus folgt vermöge der Gleichung (85.), dafs in 


mn 


diesem Kettenbruche die Theilnenner sich in umgekehrter Ordnung wieder- 
holen, während die Theilzähler sämmtlich —=1 sind, den mittleren ausgenommen, 
welcher —=2 ist. Nennt man die sich wiederholenden Theilnenner a, a,,... 4,,; 
so ergiebt sich A, — (a,a,)’+2(a,a,_,), also ©, = (a,a,) und y, = (a,4a,_,). 
Dies ist z.B. bei der Zahl 411 der Fall, wo 2,—=13, y„=11 und 7 —223, 
q=11 ist. Man findet 


nn 
Bil u 3 











+ 
ren 5 
IH 
Ist A,>n und zugleich 2 <{y, so betrachte man wieder m als den 


A, . R 
in einen Ketten- 





- vorausgehenden Näherungswerth. Hier aber läfst sich 


4 


bruch verwandeln, welcher in der Formel (84.) enthalten ist und man hat 
2, = (0,,0,_1) und y, = (0,0). Ist z.B. A, = 187, so ist 2,—=5, Yı=9, 


a=41, 9g=3 und 
a Hr 





IH — 
1+ 
2, rn 
1 — T 
Ist drittens A,<n, also auch n<-g’ und zugleich e >y, so be- 
2 
trachte man g als den z unmittelbar vorausgehenden Näherungswerth. Dann 


» - . .. ” 
läfst sich z in einen Kettenbruch verwandeln, dessen Theilzähler sämmtlich 


—1 sind, mit Ausnahme des mittleren, welcher —=2 ist, während eine in 
umgekehrter Ordnung sich wiederholende Reihe a, «,, . 
det. Demnach ist z,— (a,, a„) und y;,—=(a,,a,-.). Ist z.B. A, = 617 —17'-.2.3', 


.. 6, die Theilnenner bil- 
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so ist n—= 221, y=—=27 und 








9712 
ar = 34 
34 —g 
4 
Be 
3--— 2° 
Ist aber A,<-n und zugleich 2 <<y, so ist als der unmittelbar 


£ 
2 


To ‘ 
vorhergehende Näherungswerth von Z anzusehen, welcher letztere Ausdruck 


in einen Kettenbruch von der Form (84.) verwandelt werden kann. Dann 














ist 2 = (0,, &._) und Y= (m, 0). 
ist, so ist rn —= 707, qg = 33 und 
33° 
707 — 1+- 
+ 
14 
Ve r 
r 2.1 
2.14 — 
5 
Hy 
IF. 
>72. 
Die Entwicklungen in den Paragraphen (27 bis 36) beziehen sich aus- 
schliefslich auf die Zahlen, für welche der mittlere Nenner —2 und die 


Anzahl der periodischen Theilnenner gerade ist. Für die Zahlen, bei welchen 
ebenfalls der mittlere Nenner = 2, jedoch die Anzahl der periodischen Theil- 
nenner ungerade ist, finden ganz ähnliche Beziehungen Statt. Ich kann mich 
daher, indem ich mich auf die erwähnte Abhandlung von Göpel und auf das 
Vorhergehende beziehe, mit kürzeren Andeutungen begnügen. Einiges jedoch, 
was gänzlich unbemerkt geblieben ist, mufs ich ausführlicher besprechen. 

Behält man die früheren Bezeichnungen bei und setzt zunächst wieder 
voraus, dafs das Mittelglied der Periode =.« ist, so hat man, wie Göpel 
beweist, 

y=(m + m) —2m; 2p = (n-+n,) — 2m, 

und zugleich 


u=m m; v=m —ım,. 
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Von den zwei Zahlen »’ und m, mufls immer eine gerade, die andere unge- 
rade sein, dagegen müssen n und n, beide ungerade sein. | 
Da gy’=2g ist, so folgt 2pg—=g1—2 und 4’ = (m’--m )(n-n )—2m.n, 
und hieraus 
(M-+ M,)’— 2M} 
1 


A = 





Setzt man 
Bi 2M,m,+(M+ M,) (m'-+ m, ) 
—- - ’ 
PER m, (M + M,)+M ,(m'+m,,) 
] e 
so läfst sich wieder zeigen, dafs x und y ganze Zahlen sind und es findet sich 
A = a —2y”. 
Da M=am'{n; M, = am,-+n, ist, so folgt, dafs M und M, beide unge- 
rade sind, wenn «a gerade ist; ist aber « ungerade, so wird M ungerade oder 
gerade und M, gerade oder ungerade sein, je nachdem m’ gerade oder un- 
gerade ist. Der Werth von y wird also immer ungerade oder A in einer 
der Formen SkF?2, 8%--7 enthalten sein; wie bekannt. 








Alle diese Verhältnisse bleiben ungeändert, wenn man voraussetzt, dafs 
das Mittelgied =«@—1 ist, sobald man nur auch hier wieder 2p' — y' statt 
2p' setzt. 


38. 
Bezeichnen 


vAtJı YA+h YA VAN" 
> AN, D 2 D ° D' 


0 





die vier auf einander folgenden vollständigen Quotienten, aus welchen sich die 
Theilnenner a,_,, 4;, 4.,ı, 4.,, ergeben, so folgt zunächst aus den Glei- 
chungen 





+J = Am'm, — MM, und 
+D = MM} — Am), 
LM \_ 2 
wenn man slatt A seinen Werth ame aM, seizt: 


D, wu 2 J=1-y, 
und mithin, dd A= DD, + J? ist, 


) 
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Aus den letzten Gleichungen folgt, dafs D ungerade sein mufs. Da 2—=J-y 
— J-+-D =1(D--3D,) ist, so hat man 

(6) A= {I-3D)—2D:, 
wodurch die Zerlegung der Zahl A in die Form 2° — 2y” mittels der Nenner 
der vollständigen Quotienten nachgewiesen ist. Auch ergiebt sich hieraus eine 
„weile Zerlegung 

(7) 4= 4{D-3D)}’—2D'; 


wie es schon @öpel bemerkt hat. 


39. 


Bei den Zahlen, welche in der Form xz°—+2y” darstellbar sind. ergab 
sich eine Eintheilung derselben in drei verschiedene Classen von selbst, indem 
nicht blofs die entsprechenden Werthe von g nur in dreierlei Weisen in dieser 
Form dargestellt werden konnten, sondern auch diese Zahlen selbst konnten, 
sei es durch die vollständigen Quotienten, oder durch die Theilnenner, eben- 
falls nur auf drei verschiedene Arten in der Form x°--2y” dargestellt werden. 
Hier dagegen. bei den in der Form =°—2y” darstellbaren Zahlen, findet 
man. sowohl für die Zahlen selbst, als für die entsprechenden g, nur eine, 
allen Zahlen gemeinsame Bildungsweise. Aus diesem Grunde scheint es Göpel 
wie Jacobi entgangen zu sein, dafs gleichwohl auch diese Zahlen in drei 
deutlich geschiedene Classen zerfallen, welche den früheren drei Classen völlig 
analog sind. Sowie nemlich die Zahlen von der Form z’--2y” zu der ersten. 
zweiten oder dritten Classe gehören, je nachdem D, =2D; D=2D; oder 
2D—=D--D, und zugleich «_.,—?2 ist. so sind auch bei den Zahlen von 
der Form z=°—2y° drei Classen zu unterscheiden, welche dadurch characterisirt 
werden. dafs eine Zahl zur ersten, zweiten oder dritten Classe gehört, je 
nachdem D_, = 2D und zugleich a.,,>2 oder D,—=2D, und zugleich 
a..,—2 oder DL, —- D,=D,-D und zugleich a.,,—? ist. 

Es läfst sich nemlich zunächst folgender Satz beweisen: 

Von den zwei Theilnennern a. und a..,, ist entweder der eine 
kleiner, der andere gröfser als 2, oder beide sind = 2. 
Denn aus den oben gegebenen Werthen von « und r folgt 


u m' 
. — — 1 
} m, 
m’ 
 . 
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d.h 
1 7 
| — d;y i 
HT at u 4.—1,@ ar 
Am d.,, 
Win As REN U 
(21,4, 
i x, 4 ’ . ' 
Setzt man nun — . ; ET. ai :rf, so sind f, f' echte Brüche 
d:—1, 4, 
und es ist 
a +1+f' 
dr vr. a—itf 
Hier sind nun drei Fälle zu unterscheiden, 
. | 2+f' u 4 
1) Ist a, —=1, so ist 4, ,+f= p also a.,, — 3; 
2) It a.=3, so ist @.—1 mithin @.,,+-f= i 
) +f’ >2, d.,ı [= Eur 7 << 
so a, =—=1T; . 


3) Ist «.=2, so ist a4 = 24 Ich: mithin @.., = 2. 


Der erste periodische Theilnenner kann also bei den primären Stamm- 
zahlen, wenn sie zur ersten Classe gehören, nicht =. und, wenn sie zur 
zweiten Classe gehören, nicht —4,,, sein. 


NO. 
Setzt man nun in der bekannten Formel J,-J=.a.D, für J und D, 
ihre in z und y ausgedrückten Werthe, so folgt 
J, = a.y— (2 —y). 
Substituirt man diesen Werth in A—=D_,D,- J;, indem man zugleich statt A 
seinen Werth 2° —2y” setzt, so ergiebt sich 
D_, = D-+a,(2J— a,D,). 
Ist a. —=1, so folgt mithin D_,=2D. 
Auf dieselbe Weise findet sich aus den Gleichungen J+-J’ = a,,,D 
und A=DD'--J” 
D = D,+a,,,(2J—a,..D). 
also, wenn 4. — 3 ist, 
D = 2D.. 
Ist aber a.—=a.,,—=2, so folgt aus den vorhergehenden Gleichungen: 
D, = D+44J-D,. 
D, = D-+4J-D), 


11 * 











| y * . f} 2 .. 
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also, dad D+-D,—=2J ist, 
D_+D, = D,+D. 
Da in diesem Falle J,+J=2D,; J+J'—=2D ist, so folgt A+-J'=2J. 
Ist «4.1, so hat man A=?2DD,-+J5. Nun ist zugleich 24 = 
2DD,--2J°, also ist A—=2J°? — J} oder 
A = RI-JIN—2(J+J), 
A —= (RJ—J, — 2 (J—J,). 
Der erste Ausdruck entspricht der Formel (86.), der zweite der Formel (87.). 
Ist «..,—1, so findet man ebenso A=2J?— J"” oder 
A —= (RJ—-J'’—2(J—J'), 
A — (RI I Y—2(J+J'), 
den Formeln (86. und 87.) entsprechend. 
Ist «.=2, so erhält man 


yınt (= ar?) 


1 a 


Wie also die Zahlen von der Form x=°--2y” auf drei verschiedene 
Arten durch die Nenner der vollständigen Quotienten dargestellt worden, so 
werden die Zahlen von der Form x2°?—2y” auf drei verschiedene Arten 
durch die Zähler der vollständigen Quotienten, dargestell. Also zerfallen 
diese letzteren Zahlen in drei Classen, und es läfst sich auch hier wieder 
durch ähnliche Betrachtungen, wie früher bei den Zahlen von der Form z’-+2y’ 
nachweisen, dafs eine und dieselbe Zahl nicht zu verschiedenen Classen ge- 
hören kann, noch auf mehr als eine Art zu derselben Classe (sobald man 
die Formeln (86 und 87.) nur für eine einzige zählt). 











Der Ausnahmefall gehört auch hier wieder zur dritten Classe 
(Vgl. $. 29.). 


Berücksichtigt man auch hier nur die Stummzahlen, so “ndet sich, 


dafs diese, wie folgt, unter den drei Classen sich vertheilen. Es gehören zur 

I. Classe: 31, 191, 206, 302, 311, 386, 487, 511, 526, 542, 599, 607, 
622, 679, 686, 719, 743, 823, 862, 911, 991; 

Il. Classe: 7, 46, 94, 103, 151, 239, 263, 271, 343, 367, 382, 431, 463, 
478, 479, 631, 734, 751, 766, 802, 863, 919, 926, 958, 974; 

Il. Classe: 71, 127, 199, 334, 391, 446, 647, 718, 878, 967. 
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Von diesen 56 Zahlen gehören mithin 21 zur ersten, 25 zur zweiten und 10 
zur dritten Classe, so dafs auch hier die zwei ersten Classen die drilte stark 
überwiegen. 

Wollte man nicht blofs die. Stammzahlen berücksichligen, so wären 
noch die Zahlen 158, 383, 706, 983 zur ersten, die Zahl 887 zur zweiten 
und die Zahlen 233, 503, 866 zur drilten Classe zu rechnen. Dann ge- 
hörten also 25 Zahlen zur ersten Classe, 26 zur zweiten und 13 zur dritten. 


41. 

Seizi man @ = (m’-+m,) +2m,); P = ?m,(m'-+ım,), so findet man 
auch hier 

7, =cH+toh, „=y-+Ph, A,u=(2-+0h”—2(y-+ Ph) und 

ay, — Pt, = ay— Pr —= M,m' — m, M — +1, 

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem die Anzahl der Theil- 
nenner 4,, da, ... a, gerade oder ungerade ist. Bezeichnet man daher wie- 
der durch D, den Nenner des vollständigen (Quotienten, aus welchem sich 
bei der Entwicklung von A, in einen Keltenbruch, der Theilzähler a, ergiebt. 
so findet sich, dafs, wenn A, ungerade ist, D, in der Form An--1 oder 
4n--3 enthalten ist, je nachdem 2 gerade oder ungerade ist; ist A, gerade, 
so ist D, in der ersten oder in der zweiten Form enthalten, je nachdem 
m, —% gerade oder ungerade ist. 

Im Allgemeinen sind auch hier wieder die Werthe x und y, welche 
zur Stammzahl gehören, die kleinsten zusammengehörenden Werthe, die der 
Gleichung 

(79) oo — pp = +1 
genügen. Gäbe es noch zwei kleinere Werthe x’ und y’ und setzte man 
2—=x2-+ahl; y=y'+Ph', so hätte man 
2a —2y° — 2? —2y” 12 (ax! —2Py')W + (0? —2p°)A". 
Nun ist ® — 2? —g also a>Py2, und da ay— Pr—= +1 ist, so muls 
auch 2 >y'y2 sein. 

(Ist nemlich $y2 zwischen den ganzen Zahlen £ und 2-1 enthalten, 
so mufs « mindestens —t--1 sein. Wäre nun z’<y'y2, also Ax'<Py2.y,, 
also auch Ar’ <(t+1)y’, so könnte die Gleichung «y'— px’ —= —1 gar nicht 
Statt finden, die Gleichung «y’— Ax’— 1 aber nur dann, wenn y’=1, 
e—= t-11 und Ax'=t ist, dann wäre aber <—=1, mithin e—- = 1, 
was nicht sein kann, da « — % = m” -+ m, ist). 
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Es wären mithin =” — 2y” und «=’ — 2/y' positive Zahlen und 
x’ —2y’>>g, was nicht sein kann, wenn nicht der Ausnahmefall Statt findet. 
Findet dieser Statt, so giebt es allerdings noch ein Paar zusammengehörende 
Werthe, welche beziehlieh kleiner als z und y sind und der Gleichung (79.) 
genügen. Denn es ist «— 2 = m"— m; — 2m,m'. Setzt man nun wieder, 
wie in ($. 29.) a,, a,.==[!, so findet sich für den Ausnahmefall © —2/ 
— mi!—m,—= +1. Die einfachsten Werthe, welche in diesem Falle der 
Gleichung (79.) entsprechen, sind also #=1, v»—2. Diese Werthe können 
aber nicht zur Stammzahl gehören, dd 2=2°—2.1 nicht zu den Zahlen 
gehört, deren mittlerer Nenner —=2 ist, vielmehr wird das nächste Paar Werthe 
u— +1, v—=c«-+2 der Stammzahl entsprechen, da (@+2)?—2 (+1) >yg? ist. 





Bezeichnet man wieder die secundäre Stammzahl durch B, so ist hier, 
abgesehen vom Ausnahmefall, B= (x — ee)’ —2(y—P), wenn die primäre 


Stammzahl = 2° —2y° ist. Da nun z und y die kleinsten zusammenge- 
hörenden Werthe sind, welche der Gleichung (79.) entsprechen, so folgt 
2 <a, y<P. Setzt man daher «——r—x und f?—y=y', so ist B— 


2” —2y” und oy'’— Px' = F1, je nachdem oy— Ar—=+1 ist; zugleich 
sind x’ und y’ die kleinsten Werthe, welche der Gleichung «&z — fv—= +1 
genügen. 

Im Ausnahmefall ist = (2 —2«)’”—2(y—2P)’. Nun ist 2—=a+2<2u 
und y=ß-+1<<2/, also, wenn man 2a — 2 —=x' und 2? —y==y’ setzt. 
B=.x—2y; und oy —-Pr= Fl. 

Behält man daher auch hier wieder die Bezeichnungen ($. 15.) bei, 
indem man nur für « und ? die ihnen gegenwärtig zukommenden Werthe 
nimmt, so ergiebt sich, dafs, abgesehen vom Ausnahmefall, die primäre oder 
die secundäre Stammzahl die kleinere ist, je nachdem r— 2 ungerade oder 
gerade ist. Im Ausnahmefall it <= «a —2, yY—=P—1, während 2=0-+2, 
y=fß-+1 ist; mithin ist die primäre Stammzahl gröfser als die secundäre, 
übereinstimmend mit ($. 25.). 

Den Erörterungen in ($.36.) analog kann auch die Gleichung n’ — A,g’ 
— 2 benutzt werden um A, in der Form z; — 2y7, darzustellen; und zwar 
sind hier nur zwei Fälle zu unterscheiden, da x, —>y, ist. Ist A, >n, so 


betrachte man e- als den unmittelbar vorhergehenden Näherungswerth von =Y 


welcher letztere Ausdruck in einen Kettenbruch verwandelt ist, dessen Theil- 
zähler sämmtlich —=1 sind, den mittleren ausgenommen, welcher = — 2 ist, 
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indem zugleich die Theilnenner sich in umgekehrter Ordnung wiederholen. 
Bezeichnet man wieder durch a, ©. @&, ... a, die sich wiederholenden 
Theilnenner, so ergiebt sich ©, a, a, yı=4, a„_,. Ist dagegen A, <a, 


also m <Zg’, so betrachte man — als den unmittelbar vorhergehenden Nähe- 
q° 


2 
rungswerth von —-, dann läfst sich Z in einen Keltenbruch von der be- 


schriebenen Art verwandeln und man erhält 2, —«,,4a,; y,—=a,,a 


m—| * 


Ist z. B. A, —=31, so ist n = 39, 917, also 


2 
A<n und a 
7 1 
ps: 
2 
ae | 
ae: 
347. 
mithin 2,—=7,y,—=3. Ist 4,=158, so ist 7—= 88, 4 —49 und 
At: A 
A 
1-- zu; 
3 ——- 
2 
ra 
2.4 
IT 
IT: 
also 2, —=16, y„=1 
N2. 
Dafls es gelingt, die Zahlen A, welche der Gleichung =’ — Ay’ = —1 


oder der Gleichung x? — Ay’= +2 entsprechen, mit Hülfe der Kettenbrüche 
direct in die ihnen beziehlich zukommende Form ?--u° oder !+2u’ zu zer- 
legen, beruht, wie leicht zu sehen, auf dem Umstande, dafs die Divisoren 
dieser Formen, wie bekannt, immer von derselben Gestalt sind. Nun sind 
aber alle Divisoren der Zahlen von der Form #’-+-3w” ebenlalls in dieser 
Form enthalten, mit Ausnahme der Divisoren, welche das Doppelte einer un- 
geraden Zahl sind. Genügt aber eine Zahl A der Gleichung 2° — Ay’ 
—=—3, so kann sie ebendeshalb nicht das Doppelte einer ungeraden Zahl 
sein; sie mufs mithin als Divisor von «’--3 in der Form 2 -+-3u° enthalten 
sein, und es läfst sich demnach vermuthen, dafs auch diese Zerlegung direct 
durch Hülfe der Kettenbrüche geschehen könne. Dafs es wirklich der Fall 
ist, werden die folgenden Entwickelungen zeigen. 
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Ist a die gröfste in yA enthaltene ganze Zahl, so kann A weder 
— a’—1 noch =a°—+2 sein, wenn der Gleichung 2’ — Ay’—= —3 genügt 
werden soll, da unter diesen beiden Voraussetzungen in dem Kettenbruche, 
welcher y4 entspricht, kein Nenner eines vollständigen Quotienten — 3 ist. 
Es mufs also, wenn der Gleichung genügt werden soll, AZ 4-3 sein. 
Alsdann mufs unter den vollständigen Quotienten, welche bei der Entwicke- 
lung von yA in einen Kettenbruch vorkommen, einer enthalten sein, dessen 
Nenner — 3 ist. DBezeichnet man diesen vollständigen Quotienten durch 
ı (yA-?®) und den daraus abgeleiteten Theilnenner durch %, so mufls A 


in der Reihe der Theilnenner eine gerade Stelle einnehmen. Man erhält 
as ' 








m . . . m 
-}; wenn man durch E|*| die gröfste in > enthaltene ganze 


Zahl in 

It A=u’--3, so ergiebt sich unmittelbar, dafs der zweite vollstän- 
dige Quotient den Nenner 3 hat, und es ist k= E(3ua). Je nachdem also 
a—3s, 3s+1, 352 ist, ist k—=2s, 2s, 2s+1. Zugleich ist % immer, 
und nur dann, das Miltelglied der Periode, wenn @==3s ist. 


It A= «Ah und A>3, so sei un, der vollständige Quotient, 


der vor 4(yA--?) unmittelbar vorhergeht. Dann ist ?” = A—3d. Nun 

kann d nicht gröfser als 24—?2 sein. Wäre d=2a, so mülste 2—=a sein. 
A . ‚? } 

man hätte also I a I a3 


/A / 
} d ? 
cs also — —=3; 
h 2a 


2a 
wäre. Ebenso zeigt sich, dafs nicht d=2« —1 sein kann. Es ist demnach 
»” mindestens — A— 3(2a— 2), d. h. mindestens — «+4 — 3(2a — 2), 
also jedenfalls 2” > («—3)'. oder mindestens ? = a—2. Folglich ist 


kZE[T J und zugleich höchstens —= K[3a]. Ist also «=3s, so ist 
k=?2s—1 oder —=2s; ist a—=3s+1, so ist k—=2s; ist 4a =3s-+2, so 
ist k—=2s oder =2s+1. Ist a=3s, so wird k=2s oder =2s — 1 
sein, je nachdem % der mittlere Theilnenner ist, oder nicht. Denn im ersten 
Falle ist ”— a. Bezeichnet man den auf 4(yA--?') folgenden vollständigen 


vA+i" ı" 
a TE 


kannt immer und nur dann Statt findet, wenn % das Mittelglied ist. Aus demselben 
Grunde kann Ak nicht der mittlere Theilnenner sein, wenn k=2s—1 ist. 





‚ und der nächste vollständige Quotient 


wäre was nicht sein kann, da sonst « +A > (a-1 








Quotienten durch Y ‚ so folgt daraus ®’ —=u, also ©’ =; was wie be- 
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Ist A=3s--2. so beweist man ebenso, dafs k— 2s oder — 25-41 ist, 
je nachdem % der mittlere Theilnenner ist, oder nicht. 
Das Vorhergehende zusammengefafst, giebt folgende allgemeine Regel. 





Ist % der mittlere Theilnenner. so ist k=2s—2E[ta]: im entgegen- 
gesetzten Falle it k—= a — (s-1)—=a—1— Ela 





D 


NS. 
Bezeichnet man durch a, a,, @, .. a, die Reihe der Theilnenner. welche 
k vorausgehen, so erhält man, mit Beibehaltung der früheren Bezeichnung. 
vP—-Al = —3, 
Ay —- PP, = -T 
woraus durch Elimination 
U 
oder 
342g = ip 
folgt. 
Ist % kein Mittelglied, so ergeben sich hieraus folgende Fälle: 
1) It a=3s, also k=2s—1, so hat man entweder ?—=3s —1 oder 
| ?—=3s—?2, d.h. entweder 2’ —3%k-+1 oder % — 3% —1 und demnach 
entweder 
ky2g — % 
hy + 27 =; 
2) It a=3s-41,. also k=2s, so ist = 3s—1 oder = 3s +1, also 
2 —3kF2,. mithin 
ky +29 = 3(pt4Y). 
3) It a=3s-+2, also k—=2s +1, so ist = 3s+1 oder 35-2, mithin 
ist 2’ —3%k—1 oder = 3%k-+1 und entweder 
kq 7 2 =; 
kq-+ 24 = 3(2pq). 


Demnach findet immer, sobald % nicht das Mittelglied ist, eine der vier 


(2p--g) oder 


Gleichungen 
ka42g — 3(2p—M) 
ty — KIN. 
ka+2g' = EP q). 
kaT2 = PN 
Statt. Setzt man für »p seinen Werth ag-y', so erhält man, je nachdem 


die erste, zweite, dritte oder vierte Gleichung gilt: 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. LIII. Heft 1. 12 
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(38.) (2a —1—3k)y 
(89) (24 +1—3%k)y 2 (3 —Yg) 
(90.) (24 +2 —3k)g = 23’ — Y)), 
(1) (2a—2—3k)g = 23’ — gl) 
Ist dagegen %k das Mittelglied, so folgt schon aus der Gleichung (17.), 
dafs man in allen Fällen 


23"—Y) 


\ 


\ 


kg + 2q ig 3P; 


mithin auch 


| 
| 


(24a —3k)y = 2(3d —g) 
hat. 


Hieraus ergiebt sich weiter, dafs immer eine der drei Gleichungen 


y' un 3g, 
a: u 
I 


Statt finden wird. Ist % nzcht das Mittelglied, so findet die erste Gleichung 
Statt, wenn «—383s-+2 und zugleich die Gleichung (88.) zu nehmen ist, oder 
wenn a == 3s-+-1 und die Gleichung (91.) zu nehmen ist. Dagegen gilt die 
zweite Gleichung, wenn «—=3s--2 und die Gleichung (89.) Stait hat, oder 
a=-3s neben der Gleichung (S8.). Die dritte Gleichung findet Statt, wenn 
a—3s neben der Gleichung (89.) oder a—=3s-+2 neben der Gleichung (90.). 
Ist % das Mittelglied, so ist die erste, zweite oder dritte Gleichung zu neh- 





men. je nachdem a =3s, 35-1 oder 3s+2 ist. 


AN. 

Ist «. irgend ein Theilnenner, welcher «,„ vorausgeht, giebt man den 
Buchstaben m’, n, m,, n,, M, M,, u, v, dieselbe Bedeutung wie in ($. 27.), 
und setzt noch aufserdem «,,,, 4„_ı = u, und 4,,2, 4„_, = v,, so erhält man 

q __ um +vm,, I __ Mm tVm, 
q' un-vn, ' pP wn+tv,n, 

Es sei nun zuerst 7 —=3g", mithin un + vn, —= 3u m’ -+-3v,m,. Setzt 
man d = +(un — 3u,m')— + (3v,m,— vn,), wo dasselbe Zeichen wie in der 
Gleichung nm, — m'n, — +1 zu nelımen ist, so findet man, sobald man die 
Betrachtung wiederholt, welche G@öpel in ($.3.) seiner oben erwähnten Ab- 
handlung angestellt hat, und +3 = ee’ setzt: 








BR Fu ll ! ' ‘ 
u din, + em‘; v—= dm + em,, 
3u,— dn, ten; ,— dIn+Een. 
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Hieraus folgt 











(em, +dm )’+3m, (em, + om’)? 3m? 
> Aue € ug g' z 
Nun ist = 3g’ und pg —g,g’ —=1. also py—= 34: 1 und 3pyy=y' +3. 
Zugleich hat man 
3 — (en +0n,)’+3n? (Ent on)?+3n? 
&’ 











€ 


Wenn man nun genau denselben Gang wie Göpel befolet. so findet 

sich, dafs hier: 
3m! > Ida, — Im + (80, — Im, | 

sein mufs,. während &’a,,,— 0 positiv ist. Es sind also folgende sechs Fälle 
möglich. da Ö nicht gröfser als 2 sein kann. 

Ist d—=0, mithin &’—=3, so ist entweder <= 1, © —=3 oder &—3, #—1. 

It d=1, mithin e — 4, und hat man zugleich &«,,,— 0 =1, also 
Ed, ,,—2. so ist entweder € —=1, e=4, a,,,—2, oder € —=2., u,,,—1,.—2. 

Ist aber d=1,. e®—=4 und zugleich ea, ,,— d=2, so ist € — 1. 
u, eh Fun 

It d =2, mithin &® —=7 und Eda,,,— d=1, so ist &a,,,—=3. also 
de —l, so —=T, se 

Es giebt also immer einen Theilzähler «., für welchen einer der sechs 
folgenden Fälle Statt hat: 
1) 49=m"”-43m; 39 —=n’-+3n, und zugleich u= m; v—3m,., also 

ua. 3, 





2) = m’ 43m”; 3p' = n;+3n? und zugleich u = 3m’; v— m,, also 
a. > 3 

3) q= (m, + m) + 3m; Ip’ 

4) 24 = (2m’ + m.) + 3m; 6p' 

5) 9= (m, + m) +3m"; 3p' 

6) y= (m, + 2m’) + 3m”; 3p' — (n 


Je nachdem der erste, zweite u. s. w. Fall Statt findet, soll 4 zur 


\ 


(n,-1- n)’ +3n? und zugleich «.,,—2. 


2n--n,) 4 3n, und zugleich a.,,—1, 


! 


\ 


(n,+ n)’ + 3n" und zugleich a.,,==3. 


+ 2n)’+3n" und zugleich «,,= 3. 


0 


ersten, zweiten u. Ss. w. Classe gerechnet werden. Man sieht, dafs 4 immer 
zur vierten Classe gehört, wenn es das Doppelte einer ungeraden Zahl ist, 
während es zu einer anderen Classe gehören muls. wenn es eine ungerade 
oder durch 4 theilbare Zahl ist, 


12 * 
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NS. 
Ich werde hier, wie in ($.16.), durch 4 die kleinste, durch A, die 
te darauf folgende Zahl bezeichnen, bei welchen nach dem Anfangsgliede die 





Theilnenner a,, “s, ... a, folgen, während der Nenner des nächstfolgenden 
vollständigen Quolienten = 3 ist. Man hat also, je nachdem y eine ungerade 


oder eine gerade Zahl ist, 





2 yu! 2 |« 
A, ge (4 yh)- Kerry +3 











1 
> 2 I ' 2 « 
4, =(a+4gh) buche +3 
und . 
2 3 
Me 
u + ay + N vs a? + 2agq' +3p' 
A= i Bu 


(rehört y zur ersten Ülasse, so ist 
3pPy—= y°H4-3 = (mn + 3m,n,) --3 (mn, — mn)’, 
also y’ = mn -+ Iın,n,, und 


on (am' +n)’+3(am, +n,)* ui M’+3M 
7 q 








Setzt man 
Mm'—3M, m, . a. Mm,+ M, m! 
] CR, q . 
so folgt 4=x2°--3y‘. Nun sind x und y positiv, da «vr, d.h. m’ > Im, 
ist: sie sind aber auch ganze Zahlen, denn es ist 


mn” (M’--3M7) +30 M— mn” M}) = M’g, 








folglich Min,-- My,m’ durch y theilbar, d.h. y und mithin x ist eine ganze 
Zahl. Versteht man unter 2 den Werth 4 oder 44, je nachdem 4 eine unge- 
rade oder gerade Zahl ist, und bezeichnet durch x, und y, das, was aus « 
und y wird, wenn man darin stalt « den Werth «--I% substituirt, so er- 
giebt sich 
2, —=c4+ m — 3m); Y=y+t m’. 

Ist 4 ungerade, also /=y, so versteht es sich von selbst, dafs &, und y, 
ganze Zahlen sind. Ist g gerade, also -—h, so müssen vernöge y—m"”--3m), 
zugleich =, und =’ ungerade sein, also ist m’ — 3m; gerade, mithin sind 
wieder x, und y, ganze Zahlen. Setzt man 


m" — 3m a; Zn, =ß; 
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so ist demnach 


(2) A= (x 2. “ a) +3(y 4- = 3). 


q TZ 


Gehört y zur zweiten Classe, so findet sich 








y = mn, 3m'n und 
dr EM M+3M’ 
1 
Setzt man 
FRE: 3Mm'—M,m., . A Mm, +m'M, 
q f q ' 
so ist A= 2° -+-3y* und es sind « und y nicht blofs positive sondern auch 


ganze Zahlen, wie aus 
m (M° --3.M?) --3(m”M} — m; M’) = Miy 
folgt. Setzt man hier 
3m; — m, — a; 23mm, —Pß, 
so wird wieder A, durch die Formel (92.) ausgedrückt. 
Gehört y zur dritten Glasse oder zur fünften, so erhält man 





gy = (m, + m')(n,+n)-+Im'n und 
a — MrM+3M 
1 


Setzt man 

FRE Ran, Den mean M,) 
so ist d4—=2”-+3y’”. Hier kann x negativ sein; dafs aber x und y yanze 
Zahlen sind, folgt aus der Gleichung 
(n’+ m,’ [M-+ M,)’+3M?]-+ 3 [m”(M--M,) —M’ (m'+ m,’ ]—=(M+M\,)'g; 
auch wird wieder A, durch (92.) ausgedrückt, wenn 


a. — 3m” — (m'’+m,), P= 2m’ (m’ + m,) 








gesetzt wird. 
Gehört y zur vierten Classe, so ist 


di Y Bu 379 Pren [3 ((2m' + m) (2m + N.) + 3m,n,)] 
2. 3 [4 ((?m' + MN — Mm, (2n 4 n,))T, 


g un 3 ((2m’ + 2) (en + N.) + 3M,N,) und 
(2M+M,)’ +3 


mithin 


4 um 





2q 
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Setzt man 
(241 + M,)(2m’+m,)—3M,m, . | 1,(2m'+m,)+ m, @M+M) 


AARON 2q ‚ ne 2q 








so erhält man A=.x"-+3y’. Hier sind nun x und y zwar positive Zahlen, 
aber nicht immer ganze. Man hat nemlich 


2m - m’ [2 M-+M)+ Dei. 3 [m (2M-+ M )? — M} (2m {+ m )] 
—= 242 M-+M,: 


es ist also [m (2M-+ M,) + M,(2m'-- m )][m,(2M-+ M,) — M{2m'--m,)] durch 
2q theilbar. d. h. der Ausdruck m, 2m -- M + M,(2m'-+ m,) ist durch y 
theilbar. Sind M -und »n, nicht sedieich aussi so won dieser Ausdruck 
nicht durch 4 theilbar sein, also auch nicht durch 24, weil g, wie oben be- 
merkt, wenn es zur vierten Classe gehört, immer das Doppelte einer ungera- 
den Zahl ist: sind dagegen MH, oder »n, beide ungerade, so wird der Ausdruck 
durch 24 theilbar sein, oder nicht, je nachdem einer der zwei Ausdrücke 


mn ‘2M-+M,) und MH (2m'--m,) in der Form 44--1, der andere in der Form 


Ah-+-3. oder beide in derselben Form enthalten sind. Setzt man daher 75 


und y= E so ist immer A=(Z)- lc J wo X und Y ganze Zahlen 


- 


sind. Es sind aber nun drei Fälle zu unterscheiden. Sind X und Y beide 
gerade Zahlen, so setze man A—= x’-+3y’, wodurch 4 in ganzen Zahlen in 
die Form #°-+-3u” zerlegt ist. Ist eine der Zahlen A und F von der Form 
4h--1. die andere von der Form 44-3, so sind Ä-+-Y und X—3FY durch 
4 theilbar und man erhält 


.. 4 345). 


r A—3Y A+Y u 
Setzt man also Lot in #3 ee = 4, indem man f immer positiv 


annımmt., so ist 


u Mm'— M,m'— Mm, —?2M ,m, 2 2 Mm'+ M,m'+ Mm, 
1 . q 
Sind A und } beide von der Form 44-1 oder beide von der Form 44-3, 


+3Y 
1 








so sind - 





und er ganze Zahlen, und man erhält 





— (342) 13 = 








Seizt man 
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A—Y 


tl; 7 


=—=u, so ist 





X+3Y 
—— 


__ Mm'+2Mm, +2M,m'+M,m, . en Mm'— M m, 


9 


q 7 








t 


Sind X und Y beide gerade Zahlen und man setzt 


a — (2m +m,)'—3m; P = 2m,(2m'-- in). 


so hat man 





ha 


| h 
4,5247; = y+ und 
A, —- 2, +3 Yy}. 


Ist »», eine ungerade Zahl, so sind « und 5 nur durch 2 und nicht durch 


4 theilbar; man leite dann aus x, und y,. wie oben, andere Zahlen ab, so 
dafs A, in ganzen Zahlen in die Form #-+-3u* zerlegt erscheint. Aehnliches 
gilt von den folgenden zwei Fällen. 


Sind nemlich Ä und Y nicht beide von der Form An-+-1, oder beide 


von der Form 4n-+-3, so ist 


a — m” — mm, — 2m; P = m"-+2ın,m 
zu setzen, und wenn 
ha hf 
eltz; u, = ur 


ist, so ist 


A, = BE 30. 


Sind dagegen X und Y von derselben Form, so ist 


a = m” 44mm m; P=m—m 


zu seizen. 


Es ist nun noch der Fall übrig, wenn y zur sechsten Classe gehört; 


alsdann ist 


und 





i (m, + 2m’) (n, -+ 2n) + 3m'n 


| 


(M,+2M)’+3M? 
q 





4 


Setzt man 








_ (M+2M)(m+2m')—3Mm _ _ (Mt2Mm+ Mm 2m‘) 


’ 


1 7 
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so ist 4== 2°-+3y‘. Hier sind x und y positive und zugleich ganze Zahlen, da 
nn, 2m) KM, + 2 MY} - 3M’]+3[(M,+ 2M m} — Mm, -—- 2m’)? ] 
— 9(M,+2M} s 
ist. Ist a == (m, +2m')’— 3m); P = 2m’(m 42m’), so findet man wieder A, 
durch die Formel (92.). 

Alle diese Betrachtungen beziehen sich use die Vorausselzung in 
($.44.). dafs "= 3g,. It g=34,— g, so ist "+3 —=g(3p'— y’), und 
wenn 24 —=3y' —g ist, so ist g"- Bee Es findet sich aber, 
dafs im ersten Falle 39 —g' und im zweiten 39'—2g' genau durch dieselbe 
Formel bestimmt wird. welche den Werth von 3p’ unter der Voraussetzung 
y==3g' giebt. Da also 4 und g’ dieselbe Form behalten, so gilt dies auch 
von der daraus abgeleiteten Zerlegung der Zahl A. 


A6. 
Mit Hülfe des Vorhergehenden ist nun leicht nachzuweisen. dafs die 
Zerlegung der Zahl A auch mittels der vollständigen Quotienten geschehen 
YA+J, vVAtJ YA4I' 


kann. Man bezeichne wieder durch ya eis "Tag Yügur " die drei auf 


0 





einander folgenden vollständigen Quotienten,. aus welchen sich beziehlich die 
Theilnenner «@., @.,,, @.,, ergeben. Nun ist 


+ J men Am'm, — MM.: + L . er M'’ m Am). 


Gehört y zur ersten Glasse und substituirt man in J und D statt 4 
M?’-+3? M 3. Mm, + M, 
seinen Werth ———- . so findet sich J= it : De BT En. 

m roh, 7 7 
also J=2; D=3y. Nun ist I= a +3y°’—=J’4+D,D also D,—=y und 
mithin = J°’--3D: und D=3D.. 


Gehört q zur zweiten Glasse, so findet man J=x; D=y, also 
A = J°’--3D°’ und zugleich D,=3D. 
Gehört y zur dröfien Classe, so ergiebt sich J=ı-+y; D=;y. 


Hieraus folgt ,—=2? y—x. Nun ist a,,,—=2, also J+J'’—=2D, mithin 
J—=y—az, D’=2(r-+y) also D)-D=4D und 4A—= (> 2) - -3D*. 











! 


Gehört y zur fünften Classe, so hat man ebenfalls J=ır-+y; D=y, 
D,=2%(y— x), hier ist aber a. ,—3, also !"=2y— x, D'=4r—y, 


mithin D’—-2D,—=3D und A= (20+B, 2) +3D°. 
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Gehört y zur vserten Classe, so sind wieder die drei oben betrachteten 
Fälle zu unterscheiden. Man findet nemlich 


2 iu PER 2 (Mm' + M,m'+ Mm) 

1 
Sind also Xund Y gerade, so hatman J=xc—y; D=r ef y,‚D=2y=J' 
und D=ı-,y, mithin D)+D'=D und A= (hr Ei TC By Sind X 


und Y nicht zugleich von der Form 4A-+-1 oder 44-43, so ist J—uH+t; 
D=2u, D=uft=J'; D=uH+t, also wieder D+D'—=D und A— 


D'—D, ' y 
Ge - e) - Be} Sind X und Y von derselben Form, so findet man 
as 2u; D=t4u D=t—u=J'; D’=2u, also auch in diesem Falle 
D+D—D; A— (BED, sn). 


Gehört y zur sechsten Classe, so findet mn D=y; J=?2y—ı; 














J'=r E= Ys D—2 (y—T); D= = 4r—y, also A—= re "un en) + 3D° und 

D,-2D'=3D. 
Das Resultat dieser Untersuchung lälst sich also wie folgt aussprechen. 
Sobald eine Zahl A der Gleichnng p— Ay’ = —3 genügt, so fin- 


den sich unter den vollständigen Quotienten immer drei aufeinanderfol- 

gende, die so beschaffen sind, dafs wenn man ihre Nenner D,, D, D 

und die entsprechenden Theilnenner «,, @.;1, @.,, nennt, entweder D=3D 

und a. — 3, oder D,= 3D und a,,, 3, oder D,+D’—= D und 

4... —1, oder D- D—4D und @.,,—2, oder D’+2D,=—3D und 
4.,,—3, oder D,+2D'—=3D und a,,, =3 ist. 

In ($. 31.) wurde nachgewiesen, dafs von den drei Relationen, welche 
dort zwischen den drei Nennern der vollständigen Quotienten, die zu @., 4.+,, 
4... gehören, Statt finden, nicht eine mehrmals und nicht mehrere zugleich 
vorkommen können. Hieraus ergab sich weiter, dals obgleich die Zahlen A, 
welche der Gleichung p— Ay’—= —2 genügen, im Allgemeinen auf verschie- 
dene Weise in der Form #°+- 24° ausgedrückt werden können, dafs jedoch nur 
eine einzige dieser Zerlegungen durch die Nenner der vollständigen Quotienten 
dargestellt werden kann. In dem dortigen Falle konnten die Zahlen » und y 
nur einen einzigen Werih haben, weil es aufser dem mittleren Nenner keinen 
andern —2 giebt, und man konnte eben deswegen die Zahlen A nach den 
ihnen entsprechenden g in Classen theilen. 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft. 13 
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In dem gegenwärligen Falle, wo die Zahl A der Gleichung 


P— Ag’ — —$5 


Grenüge leisten soll, findet ein ganz ähnliches Sachverhältnifs Statt, wenn 
innerhalb der ersten Periode unter den Nennern der vollständigen Quotienten 
nur ein einziger — 3 vorkommt, der dieser Gleichung genügt. Dies wird 
immer der Fall sein, wenn die Periode Aern Mittelglied enthält; denn nimmt 
der Nenner 3 in der ersten Hälfte der Periode eine gerade Stelle ein, so 
wird er in der zweiten Hälfte eine ungerade Stelle einnehmen, und umgekehrt. 
Das gleiche findet Statl, wenn ein mittlerer Nenner vorhanden ist, der selbst 
— #3 ist, da dann kein anderer Nenner diesen Werth haben kann. Geht da- 
gegen. dem mittleren Nenner ein Nenner —= 3 voraus, welcher in gerader 
Stelle steht, so mufs auch der nach dem mittleren Nenner vorhandene Nenner 

:3 in gerader Stelle stehen. Dann giebt es also zwei Werthe von 9, 
welche der Gleichung »° — Ag’ = —3 entsprechen; es wird also auch eine 
Relation doppelt, oder es werden zwei verschiedene Relationen zugleich vor- 
kommen. 

Ist z.B. A==133, so findet sich in der Reihe der Nenner der vollstän- 
digen Quotienten die Zahl 3 in der werten und in der vierzehnten Stelle, 
und zugleich findet sich die Relation I, --D’—=D nebst a,,, =1 zweimal. 
Einmal sind die drei aufeinander folgenden Nenner 1, 12, 11 und dann 4, 13, 9. 
Demgemäls hat man 133 = 5°+3.6° = 11°--3.2°. Bei der Zahl 163 da- 
gegen findet man die Gruppe 6, 7, 9, welche der Relation D’+2D, = 3D 
nebst #.,,—» entspricht; dann hat man auch die Gruppe 11, 14, 3, welche 
der Relation D,+D’—=D und a,,,—1 entspricht; hieraus folgt 163=4°+3.7°, 
man mag die erste oder die zweite Relation benutzen. 

Berücksichtigt man die Anmerkung in ($.23.), so ist leicht zu sehen, 
dals es auch hier immer zwei Zahlen giebt, die ein ganz ähnliches Verhältnifs 
zu einander haben, wie diejenigen, welche ich conjugerte Stammzahlen ge- 
nannt habe; und giebt man den Gröfsen «, /, x, y, die ihnen hier, nach 
dem Vorhergehenden, zukommenden Werthe, so kann man an die Betrachtung 
des Ausdrucks @y— x ähnliche Resultate knüpfen, wie in den früher betrach- 
teten Fällen, welche ich deshalb nicht weiter entwickele. 


N7. 
Zum Schlusse dieser Abhandlung will ich die Anwendung der Grund- 
zahlen und Stammzahlen bei Berechnung einer Pell’schen Tafel daran nach- 
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weisen, dafs ich zeige, für wie viel Zahlen unter 1000 der ihnen entsprechende 
Keitenbruch sich unmittelbar aus dem der Zahl 2 entsprechenden Keltenbruch 
ableiten läfst. 

Ich werde mich dabei folgender Abkürzungen bedienen. 
welche einer G@rundzahl und das Schema, 


Die Periode 
welches einer Stammzahl ent- 
spricht, werde ich in eckiye Klammern einschliefsen, so dafs z.B. [|2,2,2] 
bedeutet. dafs die Periode aus den Theilnennern 2,2,2 besteht; die Periode 
der conjugerten Grundzahlen und Stammzahlen werden durch ein vorgeseiztes 
C bezeichnet werden. Die Zahlen, welchen eine gewisse Periode zukommt. 


stehen hinter derselben mit = verbunden. Das Zeichen * vor einer Zahl 


bedeutet, dafs sie schon früher vorgekommen ist, und [0,(D)] ein Schema, in 
welchem gar kein periodischer Theilnenner vorhanden ist. 


nt 
In. 
nn. } 


\ 


N, 


B 
ä 
$ 


E 


/ 
= 





Urzahl 2. ($. 10.) 


[0] = 5,10,17, 26, 37, 50, 65, 82,101,122, 145,170, 197, 226, 
257,290, 325, 362,401, 442, 485,530, 577. 626, 677.730, 
785.842, 901.962. 
[2] = 6,12, 20, 30, 42, 56, 72, 90,110, 132, 156,.182,210, 240, 
272, 306. 342,380, 420,462, 506,552, 600. 650. 702, 756. 
812.870,930, 992. 
[2.2] = 41.130, 269,458, 697,986. 
C.[1,1,1,1] = 13.74,185, 346, 557,818. 
[2,2,2] = 55, 180, 377,646, 987. 
C.[1,.1,2,1,1] = 21,112,275,510, 817. 
[2,2.2,2] = 925. 
C.[1,1,2,2,1,1] = 761. 
Grundzahl 5. 
[4] = 18, 39, 68, 105, 150, 203, 264, 333, 410, 495, 588, 689, 
798,915. 
[4,4] = 370. 
C.[1,3,3,1] = 218. 
Grundzahl 10. 
[6] = 38,84,148, 230,330, 448,584,738, 910. 


13 * 
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Grundzahl 17. 


[8] = 66,147, 260,405,582,791. 


Grundzahl 26. 
10) 


\ 


Grundzahl 37. 
12] = 146,327,580, 905. 
Grundzahl 50. 
[i4] = 198, 444,788. 
Grundzahl 65. 
[16] = 258, 579. 
Grundzahl 82. 
[18] = 326,732. 
Grundzahl 101. 
20] = 402, 903. 
Grundzahl 122. 
[22] = 486. 
Grundzahl 145. 


[24] = 578. 
Grundzahl 170. 
[26] = 678. 
Grundzahl 197. 
[28] = 786. 
Grundzahl 226. 
[30] = 902. 


Grundzahl 6. 
[2,4,2] = 155, 504. 
C.[1,1,4,1,1] = 57,308, 759. 
Grundzahl 12. 
[2.6.2] = 305, 990. 
C.|1,1,6,1,1] = 111,602. 
Grundzahl 20. 


C.1,1,8,1,1] = 183,994. 


102,228, 404. 630, 906. 
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Grundzahl 30. 
[2.10,2] 755. 
C.[1,1,10,1,.1] = 273. 
Grundzahl 42. 


| 


[2,12,2] = 
C.[1,1,12,1,1] = 381. 
Grundzahl 56. 








[2.14,2] = 
C.[1,1.14,1,1] = 507. 
Grundzahl 72. 
[2,16,2] — 
| C.[1,1,16,1,1] = 651. 
Grundzahl 90. 











[2,18,2] = 
C.[1,1,18,1.1] = 813. 
Grundzahl 110. 
12,20,2] = 





C.11.1,20,1,1] — 993. 





Stammzahl 6. 
|2,.4,(2)] = 131,418. 867. 
©.11,1,.3,1,(2)] — 43,242, 603. 
Stammzahl 12. 
[0,(3)] = *39, *84, *147,*228,*327, *444.*579. "732, *903 
Stammzahl 55. 
[2;(5)] = *155,*305,*505,*755. 
Stammzahl 180. 
[2,9] = *504,*990. 
Stammzahl 21. 
[1,1,(3)] = *57,*111, *183,*273,*381,*507, *651.*813.*993 
Stammzahl 112. 
11,1,(7)] = *308, *602, *994. 
Stammzahl 275. 


[1,1,(11)] = *759. 
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Demnach sind aus dem der Zahl 2 entsprechenden Kettenbruche für 
163 Zahlen die entsprechenden Keitenbrüche abgeleitet, d. h. für mehr als 
den sechsten Theil aller hier in Betracht kommenden Zahlen, da unter den 
ersten tausend Zahlen 969 necht quadratische Zahlen sind. Genau genommen 
liefsen sich aber die noch vielen andern Zahlen entsprechenden Kettenbrüche 
daraus ableiten. Insofern nemlich der Zahl 6 das Schema [0,(2)] entspricht, 
kann man daraus die Grundzahl finden, welcher dieses Schema zukommt, dies 
ist die Zahl 3; man kann also den dieser letzteren Zahl entsprechenden Ket- 
tenbruch. und mithin auch alle wieder aus diesem abgeleiteten, als aus dem 
der Zahl 2 entsprechenden abgeleitet ansehen. 


Göttingen. im August 1854. 
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2. 


Uber Reihenentwicklungen, welche nach den Po- 
tenzen eines gegebenen Polynoms fortschreiten, 


und zu Üoeffiecienten Polynome eines niedereren 
Grades haben. 


(Aus den hinterlassenen Papieren von ©. G. J. Jacobi mitgetheilt durch ©. W. Borchardt.) 





1. 


Lösung der Aufgabe nach der Methode der Entwicklungs - Coefficienten. 


Wenn man eine Function von .x nach den Potenzen eines endlichen 

Polynoms: 

P=p+me+m&+--+p: 
entwickelt, so kann diese Entwicklung 

(1) a«+u,P-m,P’+aP?+... — f(x) 
wenn @&, C, a, ... constante, nicht vieldeulige Coefficienten bedeuten, für 
jeden gegebenen Werth von P nur für einen der n Werthe von = gültig 
sein, welche dem gegebenen Werthe von P entsprechen. Convergirt nämlich 
die Reihe für einen gegebenen Werth P=5, so hat sie einen vollkommen 
bestimmten Werth; die Function f(x) aber erhält, wenn man für x die ver- 
schiedenen Wurzeln der Gleichung P= 5 setzt, n verschiedene Werthe., und 
es kann nur einer derselben mit dem Werthe der Reihe 
a+05+- mb’... 

übereinstimmen. 

Wenn aber die Coefficienten keine Constanten, sondern Polynome des 
(n—1)ten Grades von x bedeuten, so kann die Gleichung (1.) für alle 
n Werihe von z gelten, welche demselben Werthe von P entsprechen. 
Bezeichnet man in diesem Falle mit 


X, Ä,, Ä,, a > 
Polynome vom (na—1)ten Grade, so kann man der Reihe (1.) immer die Form 
AÄAS-XS, + 4-X_,S,_, Pe f(x) 


geben, in welcher 8, S,, ... S,_, nach den Potenzen von P fortschreitende 
Journal f. d.M. Bd. LIli. Heft 2. 14 
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Reihen mit constanten Coefficienten bedeuten, und es wird die Gleichung (1.) 
für alle Werthe von x gelten, für welche die Gröfse P solche Werthe er- 
hält, dafs die » Reihen 8, S, ... convergiren. 

Wenn die Function f(x) ebenfalls ein endliches Polynom ist, so wird 
die Reihe (1.) immer abbrechen. 

Man findet dann den Coefficienten « als Rest der Division von f(x) 
durch P; nennt man den Quotienten dieser Division f(x), so findet man «, 
als Rest der Division von f,(x) durch P, u. s. f. 

Diese Methode, die Coefficienten «, «,, etc. zu bestimmen, ist aber 
nicht mehr anwendbar, wenn f(x) nach den Potenzen von = ins Unendliche 
fortschreitet. 

Für diesen Fall kann man den Coefficienten des allgemeinen Gliedes «;, 
wenn man die Möglichkeit der Entwicklung (1.) voraussetzt, durch folgende 
Betrachtungen finden. 

Man dividire nämlich die Gleichung (1.), in welcher f(x) eine nach 
den ganzen positiven Potenzen von x entwickelte Reihe bedeute, durch Pi", 
und entwickle jeden Term des hierdurch erhaltenen Ausdrucks: 


& ' 


s @; (x) 
(2.) PH 7 E + ar + BT Gute P-+ sie. == Da 


nach den absteigenden Potenzen von x, so erhält man aus der Entwicklung 
der Terme 





rt u. P+ ao eic. 


. . . . G; 
gar keine negativen Potenzen von x; die aus der Entwicklung von 5 ent- 


a 1 .'. 
stehenden negativen Polenzen von x beginnen von —, weil die Polynome 
&, &,, etc. um einen Grad niedriger als P sein sollen; die aus der Ent- 


i 


. @;—ı ” . . ” 
wicklung von Dr hervorgehenden negativen Potenzen von x beginnen mit 
1 
ar .uUus. f. 


In dem Producte 
1 
(2) 547: 


in welchem der eine Factor f(x) nach den aufsteigenden, der andre 


1 
p+i 
nach den absteigenden Potenzen von = entwickelt ist, kann daher das Aggre- 
gat derjenigen Terme, welche in 











VE RR 
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multiplieirt sind, nur aus der Entwicklung eines einzigen Terms, des dem 


Le) gleichen Ausdrucks (2.), nämlich des Terms . hervorgehen. 
Ri+k 


weil, wie man gesehen hat, jeder Term pi, Mur posilive Potenzen von «, 


Bruche 





&;_k N 1 l 
- ur höhere Potenzen von — als — eiebt 


und jeder Term Dirk N = m 


Wenn man demnach dieses Aggregat mit: 





A ax A An 
ae x" 
bezeichnet, so hat man: 
dh Ba de 5 Ehe 


“ A, . . . 
wo die auf — folgenden Glieder nur höhere Potenzen von —- als die nie 
r 


enthalten. Multiplicirt man daher den Theil der Entwicklung von En, 


welcher nur die negativen Potenzen von x enthält mit P und behält in 
dem Producte nur die positiven Potenzen von x bei, so erhält man den 


gesuchten Coefficienten «;. Denn dieser Theil der Entwicklung von a 


weicht, dem Vorstehenden zufolge, von der Entwicklung von e- nur in den 


Potenzen von — ab, welche höher als die nte sind. und diese geben mit P 
multiplicirt, keine positive Potenz von :. 


Wenn F‘x) eine Reihe ist, welche gleichzeitig positive und negalive 
Potenzen von x enthält, so kann man den blos die negativen Potenzen von 
enthaltenden Theil dieser Reihe besonders darstellen. Derselbe wird nämlich, 
wie ich in den Disquis. Analyt. de fractionibus simplieibus gezeigt habe, der 


Coefficient von I in der Entwicklung des Bruches: 


F(h) 


v—h 





b) 


wenn man diese Entwicklung nach den aufsteigenden Potenzen von 4, den 
absteigenden von = anstellt. 


f(x) 
Pit ’ 


a . R i 1 
welcher nur die negativen Potenzen von x enthält, der Coefficient von “ 





Hiernach wird für unsern Fall der Theil der Entwicklung von 


14 * 
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in der Entwicklung des Bruches: 


RER 
IP(AyY!(r—h) 





Um «; zu erhalten, hat man diesen Ausdruck, zufolge des im Vorste- 
henden Bewiesenen, mit P zu PTR und im Producte: 
P 


Ber — P(—_+ 15 + # etc.) 


nur die positiven Potenzen von x, die Constante mit eingeschlossen. beizu- 
behalten. Wenn man: 


P, = mn +px=+p2?’+ + 4p,.2" 
P, = p-+pc+pa’ + +p,0"” 





Pu: 9, 
’ \ u. a 
setzt, so folgt hieraus, dafs «,; der Coefficient von z in der Entwicklung von 


IP, + Pıh+ P,W-+ .- + P,h\ Bam ist. Giebt man demnach dem Poly- 


nome (a — 1)ten Grades, welchem der gesuchte Coefficient «; gleich ist, die 
Form: 





Ai IM t+mpetmpet par 
+ Im + paet+pe +... +p,c"”\ 





2 () Fa (i) 
“ - 3 Ip + pc nern + PX Lee ß, — u 
TONER ..A06). -< AERER 3% Constanten sind, so wird Bi der Coefficient von zur in 
der Entwicklung von 
IW_ 
Pay 
N . u. ei; 
oder, wenn man x für A schreibt gleich dem Coefficienten von Zr im der 
Entwicklung des Bruchs 
f(x) 
Pi+ P 


a . . 1 
Wenn f(x) eine unendliche Reihe ist, so wird f(2) Sr ein Product, 


dessen einer Factor nach den positiven, der andre nach den negativen Poten- 
zen von x in’s Unendliche fortschreitet, und daher jeder Coefficient dieses 
Productes ebenfalls eine unendliche Reihe. Man kann aber, wenn man die 
Factorenzerfällung von P kennt, die Coefficienten der negativen Potenzen in 


diesem Producte oder die Gröfsen 9, auf folgende Art durch einen endlichen 





EN mern. 


BETEN 


Sr & u % REIT ICE Re Sign 
a N RE N  Vrabape 


ar EEE 


BETTEN 











ie 
2 
+ 
% 
Pe 
E 
= 
. 
v2 
Ex 
3 
H 
2 
vi 
a 


3 
R 
Ki 

Ei 

3 
En 

Bi 

; An 

ok: 

E 

er 


DE ITRAREE 


BT ae 
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Ausdruck darstellen. Zufolge der von mir in den angeführten Untersuchungen 
über Partialbrüche gegebenen Sätze wird nämlich der Theil der Entwicklung 


f(x) 


von nr» welcher blofs die negativen Potenzen von x enthält, der Coeffi- 


= u 
cient von — in der Entwicklung der Summe: 


M f(x,+h) 
Tre FAT@—a—h)? 





wenn man diese Summe über alle Wurzeln &, der Gleichung P=-0 ausdehnt. 
und die Entwicklung nach den aufsteigenden Potenzen von 4, den absteigen- 


den von x anstellt*). Es wird daher der Coefficient von — in der Ent- 
F(x) 

PH 
der Entwicklung von 


e . Jüi e . er 
oder die Gröfse f};' gleich dem Coefficienten von — in 


wicklung von 7 


z2 th f(x, +h) 
IP(x, + A)yH ? 


Setzt man P=p,(2 — 2) 2 — 2,)...(@ —r,), so wird a gleich 
dem Coefficienten von 4’ in der Entwicklung von 


1 (we, + hy! fa, +h) 


—— 


per “ (a, +h—2,)@, +h—x,).. (2, +h— x.)}'r! 

















oder 
gi ei'f(r,) | 
ae. (a —L,) (2, — 8)... (a, — a)! 
i pi 1.2...1.08' 


wo man während der Differentiationen nach einer der Gröfsen z,., 2;, .... X 
immer die andern sämmtlich als constant anzusehen hat. 


. $. 2. 
Lösung der Aufgabe mittelst der Lagrangeschen Reihe. 
Man kann zu diesen Resultaten auch durch folgende Betrachtungen mit 
Hülfe der Layrangeschen Reihe gelangen. 
Wenn man das Polynom 


Pan y 





*) Aehnliche Sätze hat Hr. Cauchy fast um dieselbe Zeit in seinen Exercices 
d’ Analyse aufgestellt, und ihnen eine sehr grofse Entwicklung gegeben, so dafs er es 
für nöthig gehalten hat, dafür neue Benennungen und Zeichen einzuführen, und daraus 
einen eignen Calcul zu machen, den er Galcul des Residus nennt. 
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setzt, so erhält die vorgelegte Entwicklung von f(&) die Form einer ganzen 
Function von z vom (»#—1)ten Grade, deren Coefficienten nach den ganzen, 
positiven Potenzen von y aufsteigende Reihen sind. Das Eigenthümliche dieser ? 
Entwicklung besteht darin, dafs sie gültig bleiben soll, wenn man für denselben 
Werth von y für die Gröfse x jede Wurzel der Gleichung P=y setzt. 
Bezeichnet man daher die n Wurzeln der Gleichung P=y mit: 


A, Ä,, BR Ä,, : 

so erfordert die hier vorgelegte Aufgabe, zuerst eine ganze Function von z 

vom (n—-1)ten Grade zu bestimmen, welche, wenn man für z nach einander | 

die Werthe A, Ar. ... A, setzt, respective die Werthe ; 

v sr * r », “ 2 

A)» FA), A IX.) £ 

5 

annimmt; die Coefficienten dieser Function, welche auf bekannte Art durch n 

die Gröfsen : 

Ä,. ea . v . a fA,) A), « . D f(X,) ä 
ausgedrückt werden, sind dann mittelst der Gleichung P=y nach den ganzen 

positiven Potenzen von y zu entwickeln, was, wie ich zeigen will, mit Hülfe i 

des Jagrangeschen Lehrsatzes geschehen kann. ö 


Aus der Gleichung 
P-y=p+ pe pet tm y=me— A) —Ä)... (2 —X,) 
folgt: 


— (2 —X,)e2—A,)...(2e—X,) 





——— Pı + PX -- ... + pc" 
| F | an] an \ 
+ A, (mp + Pps2 + + Ppne"") 
uf | n —j\ MI mn 
-- X; Ps TPıX .. DE + 9,8" )+ u + p,Ä, 


dP 


Ip 50 wird 


Setzt man P'(x) — 


PA)= Pr Aı— Ar) A, — XA,) ... (A,—A,). 


Mittelst dieser und der ähnlich gebildeten Gleichungen kann die bekannte 
Lagrangesche Formel, durch welche eine ganze Function vom (n—-1)ten 
(srade ausgedrückt wird, welche für = A, A;, .... X, respective die Werthe 
A), FR), ... f(X,) annimmt, 
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—- KH) er X) 

A) X —A .)(A,—A;,) (A,— X.) 
Ku... X) 

+ FA). x Re A,)A,—Ä,) ... (A,— A) 


4 








—A MIR, u. hehe An) 
rfA,) x mag a ar ag EA 


folgendermafsen dargestellt werden: 





gi f(X,) IX, Y,„) 
(Ptme+ ‘+ PrX 4 X.) + # +" + > X) 


A) 
2 A, 2 Anf(Ar) 
+m +24 4+m0")| ann Tr er lade 4 | 


A? A,) | Arft An) 
HRENSRENEN. Bi “ Fa ee >; Pa ) 

















Ar-1f(X) em ie: Pr Ef 
Ei: L 
| .( PX) A Am av ) 

Die n Summen rechter Hand hat man en den ganzen KENN Potenzen 


von y zu entwickeln. Der Coefficient von y’ in der Entwicklung der Summe: 
Ka) X-/CX,) Kr X.) 
Fa) + ma) tt Rn 


ist die im ersten $. mit 4” bezeichnete Gröfse. 
Setzt man 








Se r@)de = yı(a) 
und bezeichnet man mit Y, die Summe: 


HA) AR) Fe tuA,) = 


so erbält der obige Ausdruck, durch welchen f(x) dargestellt worden ist, die 
einfachere Form: 


- a1, AY, 
(ATPEtTPne ’% 


+(m+mc+ "TPnX a + -+» Pr . — f(x ) 
Es wird daher Bi der Coefficient von y‘ in der Entwicklung von ze oder 
man erhält B%, wenn man den Coefficienten von y'*' in der Entwicklung 
von Y, mit i+1 multiplicirt. 
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Um jeden der einzelnen Terme 
yı(A)> v(A,) ... vw (A,), 
deren Aggregat mit Y, bezeichnet worden ist, nach den ganzen positiven 
Potenzen von y entwickeln zu können, mufs man, wenn man hierzu den La- 


grangeschen Lehrsatz benutzen will, die Gleichung P==y auf verschiedene 
Arten auf die von Lagrange zu Grunde gelegte Form: 


e—r2-+yyp(z) = 0 





bringen. Die Lagrangesche Entwicklung bezieht sich nämlich auf diejenige 
Wurzel dieser Gleichung, welche für „=0 den Werth « erhält oder einen 
solehen Werth, für welchen nicht zugleich die Function Y(x) unendlich wird. 
Seizt man 





P — pP.(2 — 2,)(2 — 2;) .. (2 —X,). 





so reduziren sich die Wurzeln der Gleichung P=y für y==0 auf z,, 2;, ..- X, 
und ich will X, diejenige nennen, welche für y=0 den Werth z,, erhält. 
Um eine auf diese Wurzel A, bezügliche Entwicklung mittelst des Lagrange- 
schen Lehrsatzes zu erhalten; mufs man der obigen Bemerkung zufolge die 
Gleichung P=y folgendermafsen darstellen: 








| Y 
P yo > © I_ — 0 
” U Pre —2,) (LK Lem) CE — Im) + (a — Lo) ’ 


so dafs für die verschiedenen Wurzeln Ä,., Ä;, ... X, die Gröfse « in der 
Lagrangeschen Gleichung respective die Werthe z,, 2, ... x, erhält, und 





für (x) die Functionen 
x—H, I—LT, C— En 
Er Eu 
zu setzen sind. 
Die Lagrangesche Reihe giebt, wenn w(x) eine beliebige Function 
dv(z) 


von z und w (2) = ——— ist, 
dx 








. d.(va\: wa d? 3a 
ve = wa-ygawa--y? en +y’ (ve) 4 etc. 


Setzt man hierin: 


ve — W,; (2) = fa fi@) dı 
so erhält man 


„dark! fa(pe)* d’ar! fa (pe)? 








ur(2) = w(a)+ ya fopga-ty de +y’ I let + etc. 
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Setzt man in der Reihe rechts vom Gleichheitszeichen: 


1 
Pr (X —X,) (X — X ,) + l#—Ln)’ 





a=T,, pr = 


so erhält man die Entwicklung von w(AÄ‘,) und auf ähnliche Art die Ent- 
wicklung von w(A,), w(A5) ... w(Ä),) Die Summe aller auf diese Art 
erhaltenen Reihen giebt die Entwicklung von Y,. Multiplicirtt man den Coef- 
ficienten von y’ in dieser letzteren mit ©-+1, so erhält man: 








ER fie) 
} i+1 i+1 
"ER Pr Ka —r,) a —R;) (2, — X) 
Pk AR: = 4:2,3 ... i. O8 ’ 


wenn man während der Differentiation nach &, die Gröfsen &,, 2;, ... x, 
als constant betrachtet, und die Summation noch auf die a—1 andern Aus- 
drücke erstreckt, die aus dem unter dem Summenzeichen befindlichen durch 
Vertauschung von z, mit &,, &,, ... x, erhalten werden, welches das im 
ersten $. gefundene Resultat ist. 

Hat P den Factor (2 — .x,)“ und ist durch keine höhere Potenz von 
x — x, theilbar, so erhalten für y==0 gleichzeitig « Wurzeln der Gleichung 
P=y den Werth z,. Bezeichnet man diese Wurzeln mit: 


u 
so mufs man, um durch den Lagrangeschen Lehrsatz die Summe 


v(A)+w(A,)+ dp + v(A,) 
nach den ganzen positiven Potenzen von y zu entwickeln, aus der Gleichung 
P==y durch Ausziehung der «ten Wurzel die Gleichung 


1 


, A 
® * | > 
Cı = 1 PR N 


I 





pr fa— 2.) a)... (ea) 


ableiten, welche für die verschiedenen Werthe der uten Wurzel « verschie- 
1 


— 


dene Gleichungen von der Form « — «--y“gyx=0 giebt, welche sich auf 
die verschiedenen Wurzeln Ä,, A), ... X, beziehen. 
Der Lagrungesche Lehrsatz giebt die Entwicklung einer beliebigen 
Function von jeder dieser Wurzeln nach den ganzen positiven Potenzen von 
1 


y“ und man erhält aus einer dieser Entwicklungen sämmiliche «, wenn man 
1 


für y“ seine u Werthe setzt. Die Entwicklung der Summe: 


vA)tyA)t twin 


Journal f. d.M. Bd. Lill. Heft 2. 15 
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erhält man daher vermöge der bekannten Eigenschaften der Wurzeln der Ein- 
heit, wenn man in der Entwicklung einer der Functionen w(Ä,) etc. die ge- 
brochenen Potenzen von y fortläfst und die ganzen Potenzen von y mit u 
multiplieirt. Der Coefficient von y‘*' in der Entwicklung dieser Summe, mit 
?--1 multiplieirt, wird daher 








hk—l$f(» 
PT 27 u PVERPEEREERER Mi ' f(x,) 
77 _— 
m LA: er, —4, ) Er — r,) ... (x, Bi Ln) N . 
1 .2...(witu— 1) Oraitumt . 


was mit dem im ersten $. gegebenen Resultate übereinstimmt. Wenn die 
Function f(x) vieldeutig ist, so kann man willkürlich darüber bestimmen, wel- 
chen ihrer verschiedenen Werthe sie für jede der Wurzeln der Gleichung 
P=0 annehmen soll, und für jede dieser Annahmen werden die Coefficienten 
a; der polynomischen Entwicklung verschieden. Wenn v die Zahl der Werthe 
ist, die f(x) für einen gegebenen Werth von x annehmen kann, so erhält 
man so den verschiedenen möglichen Annahmen entsprechend »" verschiedene 
Entwicklungen. 


$. 3. 
Anwendung auf rationale gebrochene Functionen. 

Wenn die Function, welche nach den Potenzen eines Polynoms P ent- 
wickelt werden soll, eine rationale Function ist, so werden die Gröfsen A” 
rationale symmetrische Functionen der Wurzeln der Gleichung P= 0, und 
können daher durch die Coefficienten des Polynoms P rational dargestellt 
werden, so dafs es in diesem Falle der Factorenzerfällung von P nicht bedarf. 
Man kann aber in diesem Falle die vorgelegte Entwicklung auch durch die 
folgende. ganz verschiedene Methode erhalten. 

Es sei die zu entwickelnde Function 

7 = fi), 
wo U und VW ganze rationale Functionen von x sind. Jede dieser Funclionen 
stelle man durch endliche, nach den Potenzen von P fortschreitende Aus- 


drücke dar. 


0,4 0,P+0,P4.. — U 

v,+ v,P- v,‚P?’ı ..—— V/, 
in welchen die Coefficienten U,, U,, ... etc; W,, Vi, -.: etc. Polynome 
von niedererem Grade als P sind. Es seien M und N zwei andere ganze 





Eh ad har nn m Dana ale in r ln nn 
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« 


rationale Functionen von z von der Beschaffenheit. dafs 
MV—-NP —= 1. 


Diese Functionen M und N können durch die Methode der unbestimmten 


- . r r j . . r 
Coefficienten oder durch die Verwandlung des Bruches 7 in einen Ketlen- 
bruch gefunden werden. 


Wenn die Factorenzerfällung von P gegeben ist, findet man M auch 


1 “ * er} Yo. . .. 
pp" Partialbrüche zerfällt. und alle Partialbrüche. welche 
aus den Factoren von P hervorgehen, in einen Bruch vereinigt. Der Zähler 
dieses Bruches wird die Function M. Man hat daher. wenn man die Werthe 
von # für 2, 2 -.-: 2, mil 


En N 


dadurch, dafs man 


n 


bezeichnet, 
u ) 1 ‚d. 1 er 1 \. 
M —— p ! Px,)V, .(e—x,) | Beet + P'(x.) V..(e—ır,) 








Hat man auf irgend eine Weise die Function M vom (n—1)ten Grade be- 
stimmt, so bringe man die Producte MU und MV auf die Form: 


u uP-+-wP’-+...etc. = MU 
1+m,P+n,P’'- ..ete. = MV, 
in welcher die sämmtlichen Coefficienten %,, %,, %. ... elC., %ı, &ı, ... etc. 


Polynome von niedererem Grade als P sind. Der zu entwickelnde Bruch wird 


dann: 
w„twP+w,P’+-.-.ee WU 


1+0,P+o,P’+..ec. 1 


Entwickelt man den Ausdruck links nach den Potenzen von P, so werden 








die Coefficienten ganze rationale Funclionen von %,. %, etc., ©, ©, etc., welche 
man wieder als Aggregate von Potenzen von P, die in Polynome niedereren 
Grades multiplieirt sind, darstellen kann, wodurch man die verlangte Entwick- 
lung erhält. 

Man kann aber auch bei der Bildung der Coefficienten dieser Ent- 
wicklung ein recurrirendes Verfahren befolgen. Ist die gesuchte Entwicklung 





RYR Pi EP PL re are 


14, Pto,P’+.-ece 17’ 
wo fü, fi, etc. Polynome (a —1)ten Grades sind, und kennt man bereits die 


Coefficienten fü, fı> --- /;; So findet man aus ihnen den unmittelbar folgenden 
15 * 
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fi+ı. Ist nämlich «a, , der Rest und d,,, der Quotient der Division von f„.®; 
durch P, so dafs 
Im: dr ag An,+ Om 1 P; 


so sind die Functionen 
Urs Mm --. Ar Do, k> bi,» ... b; x 


gegeben, wenn die Coefficienten fi, fi, --. f; bereits bekannt sind, und man 
findet aus ihnen den nächst folgenden Coefficienten 


fi: = U la; ı +4,24 42,34 Zen +4 i41 
a Id;_1 1 + b_22+ b;_3,3+ +bd,.}. 
Mittelst dieser Formel kann man aus dem ersten Coefficienten f, = u, die 
übrigen finden. 
Wenn P und V einen gemeinschaftlichen Factor haben, kann die 
Gleichung 
MV—NP—=1 
nicht erfüllt werden, und es kann in der That dann auch die verlangte Ent- 
wicklung nicht Statt haben. 
Die Aufgabe, einen rationalen Bruch in eine nach den Potenzen eines 
Polynoms fortschreitende Reihe zu entwickeln, deren Coefficienten Polynome 
niedereren Grades sind, findet eine Anwendung, wenn man einen Bruch: 


Br 

P':OKR!... ’ 
in welchem Z, P, 0, R... ganze rationale Functionen sind, in eine ganze 
Function und in andre Brüche zerlegen will, welche die Potenzen von P, Q, 
Ät etc. bis zur ?ten, Akten, (ten etc. zu Nennern und Zähler von respective 
niedererer Ordnung als P, Q, R etc. haben. Man erhält nämlich die aus dem 
Factor P' hervorgehenden Brüche, wenn man die rationale Function 


L 
OFRT... 
in der im Vorigen auseinandergesetzten Weise in eine nach den Potenzen 
von P aufsteigende Reihe entwickelt, deren Coefficienten von niedererem Grade 
als P sind, diese Entwicklung aber nur bis zur (@—1)ten Potenz von P fort- 
setzt. und durch P dividirt. Verfährt man ebenso in Bezug auf Q, R etc., 
so ist das auf diese Weise erhaltene Aggregat von Brüchen dem vorgelegten 
Bruche gleich, oder, wenn der Zähler des vorgelegten Bruches von höherem 





(Grade als der Nenner ist, von demselben nur um eine ganze Function ver- 
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schieden, welche der Quotient der Division des Zählers Z durch den Nenner 
P'O'R'... ist. Ist Z’ der Rest dieser Division, so werden die Brüche, in 
welche der vorgelegte Bruch zerlegt wird, dieselben, wenn man statt des 
Zählers Z den einfacheren L’ setzt. 

Man kann hiervon bei der Integration der rationalen Functionen Ge- 
brauch machen, wenn der Nenner imaginäre lineäre Factoren hat, und man. 
um die imaginären Gröfsen zu vermeiden, die reellen trinomischen Factoren 
und ibre Potenzen zu Nennern der Partialbrüche nimmt. 


S. 4. 


Anwendung auf gebrochene Potenzen rationaler Functionen. 


Ich will jetzt die im Vorigen gegebene Methode auf die Entwicklung 
einer gebrochenen Potenz einer rationalen Function anwenden. Wie man zu- 
folge einer oben gemachten Bemerkung voraussehen kann, wird dies nicht 
möglich sein, ohne die Wurzeln der Gleichung P=-0 zu kennen, indem die 
Entwicklung nur dann bestimmt ist, wenn man festgesetzt hat, welchen ihrer 
Werthe die zu entwickelnde irrationale Gröfse für jede der verschiedenen 
Wurzeln der Gleichung P=0 annehmen soll. 


Um der Aufgabe sogleich eine gröfsere Allgemeinheit zu geben, werde 
ich annehmen, die zu entwickelnde irrationale Function habe die Form: 


v 
‚yrmv—a grmv—a, grm,v—@s 
a ie 





I vPy’yP... rn 
wo 
PR Pl: ET MP A 
ganze rationale Functionen, und 
Bi iu AA: 
ganze positive Zahlen und aufserdem a, «&,, & ... kleiner als v sein sollen. 


Man suche eine ganze rationale Function M vom (n—1)ten Grade, welche 
einer Gleichung von der Form: 


MUU:"U:...v’v®vV®... — 1—-NP 


genügt, wo N ebenfalls eine ganze rationale Function sein soll und P 
das gegebene Polynom ist, nach dessen Potenzen die Entwicklung ange- 
stellt werden soll. Vermittelst der vorstehenden Gleichung sind die Werthe 
der Function M für die a Wurzeln der Gleichung P = 0 gegeben, und da 
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diese Funetion den (a—1)ten Grad nicht übersteigen soll, ist sie durch diese 
Werthe bestimmt, oder hat nur diejenige Unbestimmtheit, die aus der Wahl 
der Werthe hervorgeht, welche die gegebene irrationale Function für die ver- 
schiedenen Wurzeln der Gleichung P = 0 annehmen kann. Umgekehrt ge- 
nügt jede der so bestimmten Functionen M, deren Anzahl »” ist, einer Glei- 
chung der angegebenen Art. Denn wenn die Function M auf die angegebene 
Art bestimmt ist, so verschwindet die ganze rationale Function: 
1-70 0. 

für jede der Wurzeln der Gleichung P==0, und ist daher durch P theilbar, 
oder sie erhält die Form NP, wo N eine ganze rationale Function ist, wie 
verlangt wird. Bei dieser Bestimmung von M wird nur vorausgesetzt, dafs 
die ganzen Functionen U, ÜU,,... V, V,, ... mit P keinen gemeinschaft- 
lichen Factor haben, welches die Bedingung ist, unter welcher allein die ver- 


langte Entwicklung Statt haben kann. 


Hat man die Function M gefunden, so kann man die gegebene irratio- 
nale Funetion auf die Form: 
M U” uU”: U”: RE , 
RE —= f(t) 
väi—DNP) 





bringen, in welcher sie sich nun ohne weitere Schwierigkeit auf die verlangte 
Art entwickeln läfst. Stellt man nämlich den Zähler des vorstehenden Bruches 
und die Function N wieder als Aggregate von Potenzen von P dar, welche 
in Polynome (»—-1)ten Grades multiplieirt sind, so erhält f(x) die Form: 
Seh „tu, P+u,P?’-+ ... etc. 
T, 5 


v(i—ı, P—v,P*—.... etc.) 





9, 


WO Us Un onen ds © ... ganze Functionen (Ra—1)ten Grades sind. Ent- 
wickelt man diesen Ausdruck nach den Potenzen von P, so werden die Coef- 
ficienten ganze rationale Functionen von %,, %ıs ... ©, %y ...„ Welche man 
wieder als Aggregate von Potenzen von P, welche in Polynome (n —1)ten 
Grades mulliplieirt sind, darzustellen hat, wodurch man schliefslich die verlangte 


Entwicklung erhält. 


Wenn P einen Factor (e — x,)“ hat, so kann man mittelst der Glei- 
chung. durch welche M bestimmt wird, für x = r, nicht blofs den Werth 
von M selber, sondern auch die Werthe seiner ersten u—1 Differenzialquo- 
tienten bestimmen. Man kann daher immer die Partialbrüäche angeben, in 
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welche sich der Bruch - zerfällen läfst, und erhält dann durch Multiplication 


mit P die Function M selbst. 
$. 5. 


Anwendung auf irrationale Functionen im Allgemeinen. 


Man kann durch die im Vorigen angewandte Methode auch allgemein 
jede algebraische Function von & in eine nach den Potenzen eines Polynoms 
P fortschreitende Reihe entwickeln, deren Coefficienten Polynome niedereren 
Grades sind. 

Es sei & durch eine algebraische Gleichung Y(z, &) = 0 gegeben. 
deren Üoefficienten ganze rationale Functionen von x sind. Man soll 5 in 
eine Reihe 

e+u,P+m,P’- et. ={ 
entwickeln. in welcher «, «,, etc. ganze Funclionen von x vom (n—I)ten 
Grade sind, und welche so beschaffen ist, dafs sie immer gleichzeitig für alle 
n Werthe von x gültig ist, für welche P einen gegebenen Werth erhält. 
Wenn P verschwindet, welches geschieht, wenn man der Gröfse = die Werthe 
a re 
giebt, so wird { respective eine Wurzel der Gleichungen 
Yan, d)=0, yar,d)=0, ... ya S)—=V0. 

Es steht ganz in unserm Belieben zu bestimmen, welcher Wurzel Z jedesmal 
gleich werden soll. Nennt man &,, &,, ... £, beliebige Wurzeln dieser ver- 
schiedenen Gleichungen, so dafs Z; eine beliebige Wurzel der Gleichung 
p(x;,5)==0 ist, so kann die gesuchte Entwicklung von Z so bestimmt wer- 
den, dafs sie die Werthe &,, &, ... £, erhält, wenn x die Werthe z,. x. 

. z, annimmt, wobei wieder, wenn die Gleichung y = UV in Bezug auf 
vom vten Grade ist, v" Combinationen Statt finden können, welche verschie- 
dene Entwicklungen geben, die immer anderen Werthen der algebraischen 
Function entsprechen. Die hier zu findende Entwicklung wird für die der 
Gröfse x, benachbarten Werthe von x die der Gröfse {, benachbarten Werthe 
von £, für die der Gröfse x, benachbarten Werthe von & die der Grölse [, 
benachbarten Werthe von & u. s. f. darstellen. Man kann dieselbe auf folgende 


Art erhalten. 
Es sei & eine ganze rationale Function von x vom (@—1)ien Grade, 


“. 


welche, wenn x die Werthe z,, &,,... x, annimmt, die Werthe [,, C»,...£, 
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erhält. Substituirt man in p(x,&) für © die Function «, so wird die Function 
p(x, @), die man erhält, immer durch / theilbar. Denn zufolge der gemachten 
Voraussetzungen verschwinden die Gröfsen: 


land) Pla») --- Plan) 
und da «, wenn x die Werthe &,, &, ... x, annimmt, gleichzeitig die 
Werthe 5, &.... £, erhält, so verschwindet auch „(x, «) für alle diese 
Werthe von x, und ist daher durch: 


UV 


22) (2 — 20)... —x,) = P 
theilbar. Man setze jetzt 
Ce at+g, 
so verwandelt sich die Gleichung (x, ©) = 0 in eine andre von der Form: 
AP-+ Az + Az’ -+ Az’ -+ etc. —= (0, 


in welcher A, A,, 4,, etc. endliche ganze Functionen von x sind. Wenn 


5 


man die beiden ganzen Functionen K und B, sucht, welche der Gleichung: 
KA, —-BP=1 
genügen, so erhält diese Gleichung durch Multiplication mit Ä die Form: 
BP--1+B P)z+B,’+ B,°- etc. —= 0. 
Durch Umkehrung erhält man hieraus: 
2 = U P+GP’-C,P?’-+ etec., 

wo C,. ©, etc. ganze rationale Functionen von B, B,. B,, etc. und daher 
auch ganze rationale Functionen von x sind, worunter ich immer nur solche 


Functionen verstehe, in denen x auf einen endlichen Grad steigt. Man kann 
eine solche Reihe leicht in eine andre 


S—ae=2z—=D,P+ D,P’+D,P°’- etc. 


verwandeln, in welcher D,. D, etc. von niedererem Grade als P sind. In 
sämmtlichen hier betrachteten ganzen Functionen und auch in den zuletzt er- 
haltenen D,. D, etc. sind die constanten Coefficienten rationale Ausdrücke 
der in den Functionen P, gp(x,T) und « enthaltenen Constanten. Die Be- 


\ Ne OP 5, 
stimmung der Function 2, setzt voraus, dafs A, oder der Werth von FE für 


= ce mit P keinen gemeinschaftlichen Factor habe, welche Bedingung darauf 


hinauskommt, dafs, wenn man in der Gleichung p(x,{)=0 für x die Wur- 
zeln der Gleichung P=0 setzt, für keinen dieser Werihe von x die Glei- 
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chungen p(z,{)=0, zwei gleiche Wurzeln £ erhalten. Hat P den Factor 
(2 — x,)“ so mufs nicht blofs « für = 2, den Werth einer Wurzel £ er- 
halten, sondern es müssen auch die ersten «—1 Differentialquotienten von « 
“ 27 u—1f 
den diesem Werthe entsprechenden Differentialquotienten 2, 2, .. 
» x ax” 


gleich werden, wodurch « in allen Fällen bestimmt wird. 


S. 6. 


Anwendung auf logarithmische Functionen, exponentielle Functionen und Potenzen 
von beliebigem Exponenten. 

Die hier gebrauchte Methode bleibt anwendbar, wenn die als endliche 
ganze Functionen von x eingeführten Ausdrücke solche unendliche Reihen 
sind, welche in der angegebenen Art nach ganzen positiven Potenzen von P 
fortschreiten und ganze rationale Functionen von x zu Coefficienten haben. 
So kann die hier für die Entwicklung einer algebraischen Function gegebene 
Methode auch angewandt werden, wenn die zwischen x und { gegebene Glei- 
chung die Form 


p4 9P-+g9P’-+ etc. in inf. — 0 


hat, wo %, g, elc. ganze rationale Functionen von x und Z sind. Auch für 
diesen Fall werden die Constanten, welche in den gesuchten Entwicklungs- 
coefficienten (n—1)ten Grades enthalten sind, durch die Constanten des ersten 
Entwicklungscoefficienten & rational ausgedrückt werden. Dagegen hört im 
Allgemeinen die Anwendbarkeit der im vorigen $. für die Entwicklung alge- 
braischer Functionen gegebenen Methode auf, wenn es sich um die Entwick- 
lung von Zranscendenten Functionen handelt. Man wird aber in vielen Fällen 
durch ein andres recurrirendes Verfahren aus dem ersten Gliede der Ent- 
wicklung alle Polynome nach einander durch algebraische Operationen ableiten 
können, so dafs auch in diesen wieder die Constanten rationale Functionen 
der in dem ersten enthaltenen werden. 


Um hiervon ein Beispiel zu geben, will ich die Aufgabe stellen, den 
Logarithmus eines gegebenen endlichen oder unendlichen Ausdrucks 


aa, P-+a,P?1a,P°+ ete. 


in welchem «, a,, etc. Polynome niedereren Grades als P sind in eine ähnliche 
Reihe zu entwickeln. Es sei diese Reihe 


a+uP+mP?+o,P’- etc = lg(«—- a, P+a,P’-+a,P’-+ etc.), 
Journal f. d. M. Bd. LIIl. Heft 2. 16 
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so erhält man durch Differentiation: 
(1.) d«+mP+mP’-.a P°-+ etc. 
+ P'(a,—+2a, P- 3a, P’-- etc.) 
—= {a+a,P-+@,P’+a,P°’-- etc.\ 
«+ P+mP’+mP°- etc. 
+P'a, +20, P-30, P*- etc.)}’ 
wo durch den obern Accent der nach x genommene Differentialquotient be- 
zeichnet wird. Es sei 


2) «4«P'=b-+cP; „P'=Pß;+y;,P, 
wo b6;, P; die Reste der Division von 4;P', «;P’, durch P und c;, y; die 
respecliven Quotienten bedeuten; es sei ferner 
3) ste +e+Nbn=e; ty H (it NP me 
Da die Functionen «; gegeben sind, so sind auch die Functionen e; gegebene 


Polynome vom (2 —1)ten Grade. Durch Substitution der Gleichungen (2.) 
und (3.) verwandelt sich die Gleichung (1.) in die folgende: 

(4) e+eaP+eP’+eP’-+etc. 

— (a+4aP+@P?’+a,P’-+ete)(. +4, P+2&P’+,P’-etc.). 
Setzt man 
(9.) aE;—- Ar&;_i tr Ark; + +48 — G;+n:P, 
wo £; und n; ganze Functionen vom (n—1)ten und (n—?2)ten Grade sind, 
so giebt die Gleichung (A4.) zwischen diesen unbekannten Functionen die 
Relation 
(6.) = nit G;. 
Ich will jetzt annehmen, dafs die Entwicklungscoefficienten a, &,, ... «a; be- 
reits bekannt sind. Man kennt dann auch vermöge (2.), (3.) die Functionen 
&, &2 2... &_, und vermöge (5.) die Function n,_,. Es ist daher durch die 
vorstehende Gleichung (6.) auch {; gegeben; vermöge (2.) ist auch y; ge- 
seben. Setzt man daher: 
(7.) a(0; + Y)taent pin te te —L — 4, 

so ist auch 9; gegeben. Die Gleichungen (3.), (5.) und (7.) geben 

8) @rDapßuıt+% = mP 
oder, wenn man den Werth 


Piz = GP’ —YnP 
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substituirt, 
(9.) [@+Yayuı+n}P—-Ut+DaP'.a;,, 2,75 
Setzt man in dieser Gleichung 
(10.) aP' = 0+f.P, «+4+NYDayı +; —Ü+Vf.o; = ki. 
wo @ den Rest der Division von «P’ durch P, f den Quotienten dieser Di- 
vision bedeutet, so verwandelt sie sich in die folgende: 


(11) A, P—-(-41)a,.0 = 9; 
In dieser Gleichung sind die ganzen Functionen P, Q, 9; gegeben, die ganzen 
Functionen %4;,, und «;,, unbekannt. von denen die letztere der auf die ge- 
sgebenen zunächst folgende Entwicklungscoefficient ist. Um denselben aus der 


Gleichung (11.) zu bestimmen, sucht man ein für allemal nach den bekannten 
Vorschriften die beiden Functionen A und Z vom (n—1)ten Grade. für welche 
KP-ILIO —1 
ist. Nach gleichfalls bekannten Regeln wird dann (@+1)«;,, der Rest der 

Division von LI; durch P. 

Auf diese Weise kann man aus « nach und nach alle folgenden Coef- 
ficienten &,, «&, etc. finden. 

Als zweites Beispiel soll die Entwicklung einer Function dienen, deren 
Logarithmus gegeben ist. Sind a, a,, etc. gegebene ganze Functionen (na—1)ten 
Grades, und setzt man 


ertaiP+a,P’+ete. — g + P+ 0 pP’ + eic., 


wo 0, &,, etc. wieder ganze Functionen (n—1)ten Grades sein sollen, so 
kann man aus « die übrigen Coefficienten «,, &,, etc. finden. Man kann 
nämlich allgemein, wenn «, &,., ... a; gegeben sind, den nächst höheren 
Coefficienten «;,, folgendermafsen bestimmen. 

Bedient man sich der Bezeichungen (2.) und (3.). so hat man die 
Gleichung 

(+& P+&,P’-+etc)(e+a,P+m,P’-+etc) = e+4,P+»P’-+ete. 
Kennt man «, «,. ... a; und also auch &, &, ... &_,, so giebt diese Glei- 
chung &; und daher wegen (3.) auch /;,., wodurch man mittelst (2.) auch 
@%;,, erhalten kann. Kennt man nämlich die beiden Functionen M und N 
vom (a—1)ten und (na —2)ten Grade, für welche 
MP'— NP = 1, 


so wird «;,, der Rest der Division von Mß;,, durch P. 


16 * 
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Dieselben Betrachtungen lassen sich auf die Entwicklung einer belie- 
bigen Potenz anwenden, wobei ich der Kürze wegen wieder von den obigen 
Bezeichnungen Gebrauch machen will. Für örgend einen Exponenten % sei: 


(a+a,P+a,P’-ete)‘ = a+,P-+mP?-etc., 
so erhält man: 
k(e+e P+e&,P’- et.) +0,P+aP?- etc.) 
— (a+-m,P+@P’- etc). +4 P+.P?°-+ etc.) 
Kennt man «, &,, ... &, so giebt diese Gleichung den Werth von Z;, woraus 
man mittelst (7.) den Werth von 39; und dann wieder, wie im ersten Bei- 


spiel mittelst der Function 4 den Werth von (@+1)e;,, als Rest der Divi- 
sion von L3; durch P findet. 


X. 

Anwendung auf den Fall einer durch eine Quadratur definirten Function. 

Die im Vorstehenden angewandte Methode beruht auf der Benutzung 
der Differentialgleichung erster Ordnung, welcher die zu entwickelnde Function 
Genüge leistet. Dieselbe Methode kann in allen Fällen angewandt werden, 
in welchen man, bei den gewöhnlichen nach den Potenzen von x fortschrei- 
tenden Reihen durch eine Differentialgleichung, welcher sie genügen, lineäre 
Relationen zwischen ihren Coefficienten erhält. Betrachtet man den einfach- 
sten Fall, in welchem eine Reihe von der gegebenen Art zu integriren ist, 
und das Integral wieder auf dieselbe Form gebracht werden soll, so kann 
man jeden Term derselben auf den unmittelbar vorhergehenden zurückführen, 
so dafs man, wenn der erste Term gegeben ist, nach und nach alle übrigen 


finden kann. Der erste Term des gesuchten Integrals mufs aber durch andere 
Betrachtungen gefunden werden. 


Es sei nämlich: 


/k® de — /(a+ a,P-+.a,P? 4 etc.)de — A+ A,P+ 4,P? + ete. 


Sind wieder &,, X, ... x, die Wurzeln der Gleichung P = 0 und ist &, 
die untere Gränze, von welcher an das Integral genommen werden soll, so 
ist A als eine Function des (a —1)ten Grades zu bestimmen, welche für 
CL, Ly, ... 7, Fespective die Werthe 


Sre)da, Soda, es S"ra)da 


X X, 


erhält. Es sei B, der Rest der Division von A;P’ durch P und Ü; der 
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Quotient dieser Division, so dafs 
A,P' = B.+C;,P. 

Man hat dann 

a; = 10; + A+(@+NV)B,,.: 
Kennt man daher A; und den Quotienten C; der Division von A,P' durch P, 
so ist durch die vorstehende Formel auch B;,, gegeben. Man hat dann auf die 
bekannte Art zwei ganze Functionen A;,, und Ü;,,, respective vom (n—1)ten 
und (”—2)ten Grade, von der Beschaffenheit zu suchen, dafs 


AP'—- CP = B,.. 
Man findet diese Functionen mittelst der beiden Hülfsfunctionen M und N 
vom (n—1)ten und (a —2)ten Grade, welche der Gleichung 
MP'—-_NP=1 
genügen, als die Reste der Division von MB;,, durch P und von NB,,, 
durch P'. Es werden daher, wenn man A; und ©; kennt, die Functionen 
A;,, und Ü;,, respective die Reste der Division 
von Ma — 4 -iC) durch P und 
NW A —iC;) durch P'. 
Auf diese Weise kann man aus A nach und nach alle folgenden Coefficienten 
A,, A,, etc. finden. *) 





*) Ich bemerke bei dieser Gelegenheit, dafs, wenn man das Product zweier den 
(„—1)ten Grad nicht übersteigenden Functionen F und G durch eine Function nten Grades 


P=p+px+p,2’+- +pna” 
zu dividiren hat, es vortheilhaft sein kann, dem einen Factor die Form 


fa tmat ta) HF lpt Pet tPpRe") + + fm (Part Pre) tfn-ıpn = F 

zu geben, in welcher f, fi, --- fn-ı Constanten bedeuten. Man kann dann nämlich den 
Rest und den Quotienten der Division unmittelbar hinschreiben. Um die Function F auf 
diese Form zu bringen, bedarf es nur der leichten Auflösung solcher lineärer Gleichungen, 
von welcher jede folgende eine Unbekannte weniger enthält. Wenn für mehrere ähnliche 
Operationen, wie im Vorhergehenden, der eine Factor derselbe bleibt, wird der erreichte 
Vortheil noch wesentlich vermehrt. Es sei 


Pn = PmtPpmrıc te 49,0", 
Pin = pt at pen, 


P= Pr) Lı"P,. 
F= fP+fiP.+fn-ıPr: 


so dafs 


und 
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8. 
Modification für den Fall, wo die ganze Function P, nach deren Potenzen entwickelt 
wird, lineäre Factoren in höherer als der ersten Potenz enthält. 

Das hier gebrauchte Verfahren mufs für den Fall, dafs P und P' 
einen gemeinschaftlichen Factor haben, eine wesentliche Modification erleiden. 

Es sei P durch die Factoren 2—x,, 2—x,, etc. respeclive 1,, in, etc. 
Mal theilbar, so wird 

F= (“nf t(o— nen, 

der gemeinschaftliche Factor von P und P’, und setzt man P=F'.0, so 
wird Q@ durch (r— 2), (e—7,), etc., aber durch jeden dieser lineären 
Factoren von F' nur eönmal theilbar. 

Aus der Gleichung 

A4;P' —= B,-CP, 
folgt. dafs auch alle Gröfsen 3, diesen Factor F' haben. Setzt man daher: 
P=F0 PF= FO. B= En, 
so hat man 
4;Q, sun D-- C;0. 

Ist / der Grad von F\, so werden Q und Q, vom (n—f)ten und (na— f—1)ten 
Grade; es werden daher A, und C; als Functionen vom (n—1)ten und 
(n—-2)ten Grade nicht mehr mittelst der vorstehenden Gleichung durch Q, Q, 


\ 


und 2; bestimmt, sondern, wenn (A;) und (€C;) in der vorstehenden Gleichung 


J 


die Functionen vom (an — f—1)ten und (na — f—2)ten Grade bedeuten, welche 
dieser Gleichung genügen, so kann man zu (A;) und (C;) respective die Aus- 
drücke R;Q und R;Q,, wo R; eine beliebige Function vom (f—1)ten Grade 


Ist der andre Factor 
G=y+tyr+g,0 +. Ir, 
so setze man in ähnlicher Weise 
G„.= Im+ Ym+ıc + garni, 
Gm) = g+g, + an + gm, 


so dafs 
G"’Lı7Gn = 6. 


Setzt man 
FG R 
ig 0+ PB 





so hat man den Quotienten der Division 


0 aa; fe +fh%+ 4 +fn-: G,-ı 


und den Rest 


R = f(6P, — 6, P)+f,(@"P,—6,PN)+ + a6" PR.mM— PO) + PıG; 
wie sich unmittelbar aus den vorstehenden Formeln ergiebt. 
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ist, hinzufügen, und 
A; = (A)+ RO, C; u (C;) + RO, 
setzen. Nach diesen vorausgeschickten Bemerkungen will ich zeigen, wie man 
in dem hier betrachteten Falle aus der Gröfse A; die folgende A;,, finden kann. 
Die oben gegebene Gleichung 
a; = ?C, + A,+G-H)B,,, 

zeigt, dafs die bereits gefundene Function A; so beschaffen sein mufs. dafs 
der Ausdruck a; — 20, — A! durch F' theilbar wird, weil alle Functionen 3, 
durch # theilbar sind. Setzt man in der vorstehenden Gleichung B,,,= F'D;,, 
so erhält man 


+) Da = Fa —i0;— A). 


Aus D;,,,», Q und Q, erhält man die Functionen (A;,,) und (C,,,) vom 
(n— f—1)ten und (a— f—2)ten Grade, welche der Gleichung 
(A;,1) OÖ, u; D;ı + (C;4) 0 
genügen, und aus diesen: 
A;4ı PER (Ayı)+ RO; C;. 9% (C;1)+ RO,. 

wo R eine noch zu bestimmende Function des (f—1)ten Grades ist. Die 
Bestimmung von R erhält man daraus, dafs der Ausdruck 

dir — (2 + 1)C;,, a Alyı 
durch F' theilbar sein mufs. Setzt man 


4,41 @-+1)(O,1)— (Ay) . bir 0 -+ @+1)0, pa O;; 


so wird der vorstehende Ausdruck, wenn ER, 


H = b,,— O;R— OR. 
Es kommt daher darauf an, eene Function R vom (f—1)ten Grade so zu bestim- 


men, dafs der Ausdruck H durch eine gegebene Function vom ftir Grade 
; 99 


Bo 2 m Mu —1,m N 1 
EFF = (.— 2.) — 2)... 


theilbar wird, deren lıneäre Factoren die Function O0 einmal und nicht 
öfter theilen. 
Soll der Ausdruck 4 durch (e— x,)“=" theilbar sein, so mufs der- 


selbe und seine u, —2 ersten Differentialquolienien für 2—=r, verschwinden. 
Aber in jedem Differentialquotienten von ZZ ist der höchste von AR in Q mul- 
tiplieirt, welches für & = r, verschwindet, so dafs für 2 = r, in dem 
(4, —2)ten Differentialquotienten von HH die Differentialquotienten von R 
ebenfalls nur bis zum (w#,—2)ten steigen. Man erhält daher, indem man H 
und seine «,—2 ersten Differentialquotienten — 0 setzt, nachdem man darin 
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den Werth z=.r, substituirt hat, #, —1 Gleichungen, aus denen man suc- 
cessive die Werthe findet, welche R und seine u,—2 ersten Differential- 
quotienten für = x, annehmen. Umgekehrt wird H durch (= — =," 
theilbar, wenn man die Werthe von A und seinen «—2 ersten Differential- 
quotienten auf die angegebene Art bestimmt hat. Ebenso erhält man aus der 
Bestimmung, dafs H auch durch (= — x,)“:”" theilbar sein soll, die Bestimmung 
der Werthe, welche A und seine .—2 ersten Differentialquotienten für 
2 x, annehmen, und ähnliches in Bezug auf jeden der lineären Factoren, 
durch deren höhere Potenzen P theilbar ist, und deren um 1 niedrigere Po- 
tenzen die Factoren von F' bilden. 

Kennt man auf diese Weise sowohl die Werthe, welche R selbst für 
2=X2, 7=7, etc. annimmt, als auch die Werthe, welche seine u, — 2 
ersten Differentialquotienten für = 7,, seine u — 2 ersten Differentialquo- 
tienten für = r,, u. s. f. erhalten, so kennt man auch die Zähler der Partial- 
brüche, in welche sich der Bruch 

R R 


— 


FT kanal — ae...’ 
nach den gewöhnlichen Regeln zerfällen läfst, und erhält durch Multiplication 
mit F' die gesuchte Function #£ selber. Hat man R gefunden, so ist der 
gesuchte Coefficient A;,,—=(A;,,)+RQ vollkommen bestimmt. Man kann 
daher auch in dem Falle, dafs das Polynom P gleiche Factoren hat, jeden 
Coefficienten der gesuchten Entwicklung des Integrals aus dem unmittelbar 
vorhergehenden ableiten. und so aus dem ersten A nach und nach die übri- 


gen finden. Die Bestimmung von A ergiebt sich aber daraus. dafs A für 
2 = X, %a, etc. die Werthe 


Sre)de, ST" re)de, etc. 


erhält, und dafs von der Function 
A— /adı 


die «,—1 ersten Differentialgnotienten für e=r,, die „—1 ersten für 
2 = X,, etc. verschwinden. 

Auf ganz ähnliche Art ist das in den im $. 6. behandelten Beispielen an- 
gewandte Verfahren, um aus dem ersten Entwicklungscoefficienten die folgenden 


abzuleiten, für den Fall, wenn P mehrere gleiche Factoren hat, zu modificiren. 
( Berlin im Juli 1847.) 
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3. 
Uber eine Eigenschaft der quadratischen Formen 


von positiver Determinante. 
(Von Herrn @. Lejeune-Dirichlet.) 


(Vorgetragen in der Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse der Berliner Akademie 
am 16. Juli 1855.) *) 





D: der neue Satz, welcher den Gegenstand dieser Vorlesung bildet, 
innig mit der Theorie der Gleichung 


1) ?-DW=1 
zusammenhängt, so sind zunächst einige Bemerkungen über diese Gleichung 
zu machen, worin die gegebene positive ganze Zahl D keinem Quadrate gleich 
sein soll und von welcher hier nur die in posiliven ganzen Zahlen 7, « aus- 
gedrückten Auflösungen zu berücksichtigen sind. 
Sind 7, U die kleinsten der Gleichung genügenden Werthe, so werden 


bekanntlich sämmtliche Auflösungen von der eben erwähnten Beschaffenheit 
durch die Formel 


(T-UYD) = t„+u,yD 
erhalten, wenn man der ganzen Zahl n alle positiven Werthe beilegt. Unter 
diesen Auflösungen giebt es unendlich viele, in denen #, durch eine beliebige 
(positive) Zahl S theilbar ist, und die Exponenten n, für die dieser Umstand 
statt findet, sind die aufeinander folgenden Vielfachen des kleinsten N der- 
selben. Setzt man nämlich D’— DS”, und bildet die neue Gleichung 


Ro Dw"” —— 1, 
so erhellt, dafs jede Auflösung dieser letzteren, wenn {=!', u= Su’ gesetzt 


wird, eine Auflösung von (1.) ergiebt, in welcher durch S aufgeht, und um- 
gekehrt,. woraus das Behauptete und überdies folgt, dafs N durch die Gleichung 


(T+UyD? = T+U'yD 


bestimmt wird, worin T’, U’ die kleinsten Werthe von ?, w' bedeuten. 





*) Es ist hier von den Zusätzen Gebrauch gemacht worden, welche der geehrle 
Herr Verfasser der von ihm in den Monatsberichten der Berliner Akademie (Juli 1855) 


eingerückten Notiz bei einer späteren Veröffentlichung derselben im Liowvilleschen Journal 
(Februar 1856) hinzugefügt hat. 
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Man kann, ohne 7’, U’ zu kennen, den Exponenten N angeben, 
sobald für jeden der verschiedenen in S enthaltenen Primfactoren p der kleinste 
Werth v, für den «, durch p aufgeht, und zugleich der Exponent Öd der 
höchsten Potenz von p bekannt ist, durch welche «, theilbar ist. Es wird 
nämlich, wenn e eine beliebige durch p® (wo e& auch Null sein kann) und 
keine höhere Potenz von p theilbare Zahl bedeutet, unter der vorhin gemach- 
ten Voraussetzung p°** die höchste in w,, aufgehende Potenz von p. 

Um dies zu beweisen, bezeichne man mit 0 und n zwei ganze Zahlen, 
welche der Gleichung (1.) genügen, und überdies mit p* (wo k von Null ver- 
schieden) die höchste in 7 enthaltene Potenz von p. Wenn man aus dieser 
Lösung durch die Formel 

+nyD)" — t-+uyD 


eine neue herleitet, so hat man 


(m—i _—?2 r 
FRREEN Im rl. m (m ar ) 9"=°D+- a 


und, da # nicht durch p theilbar ist, so erhellt, dafs die höchste in « aufge- 
hende Potenz von p die Ate sein wird, wenn zn nicht durch p theilbar ist, 





dagegen die A--1ste, wenn m—=p. Da nun die Erhebung zu irgend einer 
Potenz sich aus den beiden angeführten speciellen Fällen zusammensetzen läfst, 
so ergiebt sich hieraus das oben ausgesprochene Resultat. 

Nach dem eben Bewiesenen besteht die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dafs w,, durch p“, wo « positiv, theilbar sei, darin, dafs e 
den Factor »“? haben mufs, wo der Exponent @—d, wenn er negativ wird, 
durch Null zu ersetzen ist. 

Unterscheidet man nun die verschiedenen in S enthaltenen Primfactoren 
p so wie die ihnen entsprechenden Werthe v, d durch Indices, und setzt 


@, 


Bir 
so ist nach dem Gesagten N das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 


, ad, —Ö, 
YıPı » VarP:r PIBELE 2, 


und man sieht sogleich, dafs wenn man ohne neue Primzahlen in S aufzu- 
nehmen, sämmtliche Exponenten «&,, &, ... über jede Grenze hinaus wachsen 


läfst, der Quotient - bald einen festen von «&,, &%, ... nicht mehr abhän- 
N 


gigen Werth erreichen wird. 
Aus der eben bewiesenen Eigenschaft ergiebt sich eine interessante 
Folgerung für die Theorie der quadratischen Formen von positiver Determi- 
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nante. Fügt man zu den schon gemachten Voraussetzungen noch die hinzu, 
dafs D keinen quadratischen Faktor enthält, bezeichnet mit % die Anzahl der 
Klassen, in welche die zur Determinante D gehörigen Formen zerfallen, und 
nimmt 4’ in ähnlicher Bedeutung für die Determinante D'’— DS”, so hat man. 
wie in einer früheren Abhandlung (Rech. sur div. applic. sec. part.) bewiesen 
worden ist, die Gleichung 
T+-UyD 
re & ee - SR, 

wo hinsichtlich des Factors $& zu bemerken ist, dafs derselbe von den Prim- 
zahlen p,, 92, ..., nicht aber von den Exponenten «,, &, ..., abhängt. Da 
man dieser Gleichung auch die Form 





ya RR 


geben kann, so folgt, dafs aus jeder positiven Determinante D unendlich viele 
andere DS” abgeleitet werden können, welchen allen dieselbe Klassenanzahl 
entspricht. Durch schickliche Wahl von D und den Primzahlen p,, p, ... läfst 
sich bewirken. und zwar auf unendlich viele verschiedene Arten, dafs diese 
unveränderliche Anzahl der Klassen mit der der genera übereinstimmt, und so die 
Richtigkeit der von @aufs ausgesprochenen Vermuthung beweisen, dafs die 
Reihe der positiven Determinanten, welche in jedem genus nur eine Klasse besitzen, 
nicht abbricht, was um so merkwürdiger ist, als die mit derselben Eigenschaft 
begabten negativen Determinanten nur in endlicher Anzahl zu sein scheinen 
(Disq. arith. art. 303 und 304). Nach einer sehr weit getriebenen Induction 
(sie erstreckt sich, wenn ich nicht irre, bis 10000), welche zuerst von Kuler 
und später von Gau/s angestellt wurde, deren ersterer zu einer Zeit, wo die 
von Lagrange gegründete Theorie der quadratischen Formen noch nicht be- 
stand, sich mit diesen Zahlen unter dem Namen der nummer: :donei beschäf- 
tigte, d. h. der zur Auffindung grofser Primzahlen geeigneten Zahlen, würde 
die.Anzahl der in Rede stehenden negativen Determinanten nicht mehr als 65 


betragen, und die gröfste derselben würde, abgesehen vom Vorzeichen, den 
Werth 1848 haben. 








.” 
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1. 
Sur un theoreme relatif aux series. *) 
(Par M. G. Lejeune-Dirichlet. ) 





Le theoreme que je vais elablir d’une maniere nouvelle est le m&me 
qui m’a servi comme lemme dans plusieurs M&moires pr&cedents. La demon- 
stration que jeen ai donnee dans le premier de ces M&moires **) suppose une 
certaine condition qui, bien qu’elle se trouve remplie dans la plupart des appli- 
cations qu’on peut faire du lemme, n’est pas indispensable, comme j’en ai dejä fait 
la remarque ailleurs, el comme on pourra au reste le voir dans ce qui va suivre. 

Je commence par un cas parliculier tres-simple et qui consiste en ce que, a 
et 5 designant des constantes positives et g une variable egalement positive, on a 





1 1 
limo =— 
nu (b+na)'*? a? 


la limite se rapportant au decroissement indefini de 0. Pour demontrer ce 
cas partliculier, considerons l’integrale 

E ... asie 

J rein ob® 
comme l’aire d’une courbe ayant x pour abscisse; cette courbe se rapprochant 
de plus en plus de l’axe des x, si l’on mene des paralleles a cet axe par 
les extr&mites des ordonnees qui repondent & zx—=b, b--u, etc., on aura 
des rectangles exterieurs et interieurs a notre aire, et l’on conclura sur le 
champ que la somme dont il s’agit d’avoir la limite, se trouve comprise entre 
les deux quanliles 





% 2 
re er; al? ’ 





+ 
al 5b 
2. N 
dont la limite commune est Be 


Pour passer maintenant au theoreme general, soient 
kı, Bas u .». er 20 0 . k.; .„...):- 


d 


des constantes positives rang6es par ordre de grandeur croissante, de sorte 
que A,—. Ä,,,, el supposons que ces constantes soient telles, qu’en designant 


*) Journal de M. Liouwville. Annee 1856. 
**) Tome XIX de ce Journal. 


a A re Fee 2 

PS IE NDEN ENTE PEEHNS de es — iu io r 
Se N en TREE NER HER ET < BE Zi A Aare 
RE ee REN a Re ae *, 3x 


ET 
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par £ une variable continue et positive, et par 7’ le nombre des termes de 


notre suite qui ne surpassent pas £, le rapport 
T 


i t 
converge vers la limite finie « lorsque £ croit indefiniment. Cela suppose, je 
dis que cette m&me quantit@ & sera aussi la limite de la somme 


n==X 1 


(1.) 0= Ir 


'n 





pour une valeur infiniment pelite de o. 

D’apres la condition supposee, on peut, d designant un nombre aussi 
petit que l’on voudra, choisir un terme de la serie dont la valeur r soit assez 
grande pour que, # etant —r, on ait constamment 


a-9<-<atd. 


Cela fait, soit N la valeur de 7’ qui repond ä =r, et ne considerons 
d’abord que les termes de notre serie ayant un indicee a>N. Un pareil 
terme %, peut presenter deux cas, selon que l’on aura k„<.%k,,, ou u=%k,.ı: 
Dans le premier cas, la valeur de 7’ qui repond a {=k, sera n, et . aura 








a I<r-<atb. 


Dans le second cas, soit, parmi les termes qui suivent k,, %,. le dernier qui 
soit encore egal a „5 soit de plus, parmi les termes precedents, %,, le premier 
dont la valeur soit inferieure a celle de %,. Si maintenant nous faisons croitre Z 
a parlir de =kKk,, Trestera invariablement egal a nr, tant que £ n’atteindra 


T BE m 
pas la valeur &,., et notre rapport z approchant ainsi indefiniment de > 


en m&me temps qu’il reste toujours superieur a @— dl, nous aurons 


m 


>0a0—). 





kim 





Mais comme par le premier cas nous avons aussi ae d, et en oultre 


E m! 


m<n<m, k,n=k,., nous concluons, comme precedemment, 
ed d. 
<— E <0-+ 


Cette double inegalite etant mise sous la forme 





0 
(0 — m < “ (+ d)" a zu ’ 


£ 
ee‘ 
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si nous sommons depuis a—= N--1 jusqu’a n = x, il viendra 








<(a-+d)?8, rn 


(a— dYte,02 | 
7 x nıte 


<< 02 


nıte kıte 


ni . — 1 [2 [3 . r‚ 
Or l’expression 02 ip, rentrant dans le cas parliculier examine 


plus haut, 


en supposant = N-1, a—1, et ayant par suite l’unite pour limite, on 
voit que la partie de notre somme (1.), qui s’etend depuis n—= N--1 jusqu’ä 
n=—= x, finira par rester comprise entre @&—e et @--e, le nombre e etant 


tant soit peu superieur a d ei par consequent, comme ce dernier, d’une peli- 


tesse arbilraire, et comme en m&me temps la premiere partie qui n’a qu’un 


nombre fini N de iermes, converge @videmment vers zero, il s’ensuit que la 
limite de l’expression (1.) est en eflfet «; C. Q. F. D. 
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>. 
Über die Flächen dritten Grades. 


(Von Herrn J. Steiner.) 





(Vorgetragen in der Gesammtsitzung der Berliner Akademie am 31sten Januar 1856.) 





Di. höheren algebraischen Flächen sind rücksichtlich ihrer charakte- 
rislischen geometrischen Eigenschaften noch wenig erforscht. Aus den lang- 
jährigen Untersuchungen über diesen Gegenstand wird ein Theil derjenigen 
Resultate mitgetheilt, die sich auf die Flächen dritten Grades beziehen. Es 
ist daraus zu sehen, dafs diese Flächen fortan fast eben so leicht und ein- 
läfslich zu behandeln sind, als bisher die Flächen zweiten Grades. Von den 
schönen Eigenschaften der ersteren mögen hier, in gedrängter Kürze, nach- 
stehende angeführt werden. 

Zuerst werden mehrere verschiedene Erzeugungsarten der Flächen 
dritten Grades gezeigt, aus welchen die wesentlichsten Eigenschaften dieser 
Flächen unmittelbar hervortreten, und wovon folgende die beachtenswer- 
thesten sind. 

l. Durch die 9 Geraden, g, in welchen die Flächen zweier be- 
liebigen gegebenen T'rieder einander gegenseitig schneiden und durch 
irgend einen gegebenen Punct, P, ist eine Fläche dritien Grades, f’, be- 
stimmt. Nämlich jede durch den Punct gelegte Ebene schneidet die 9 Ge- 
raden in 9 Puncten, welche mit jenem zusammen irgend eine Curve dritten 
Grades bestimmen, und der Ort aller dieser Curven ist die genannte Fläche. — 
Unter den 9 Geraden g giebt es sechsmal drei solche, welche einander nicht 
schneiden, und welche also ein Hyperboloid bestimmen; jedes dieser 6 Hyper- 
boloide schneidet die Fläche f? noch in drei neuen Geraden, so dafs also 
dieselbe 27 Gerade enthält. Rücksichtlich der zwei Schaaren Gerade, die 
jedes Hyperboloid enthält, gehören die je drei bestimmenden Geraden zur 
einen und die drei neuen Geraden zur andern Schaar, diese drei schneiden 
also jene, aber einander nicht. 

II. Werden ein gegebener Flächenbüschel zweiten Grades, B(f’), 
und ein gegebener Kbenenbüschel B(E), projectivisch auf einander be- 
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zogen, so erzeugen sie irgend eine Fläche dritten Grades, f’, welche durch 
die Grundeurve, R',*) des ersten, so wie durch die Axe, g, des andern 
Büschels geht; d.h. alle Kegelschnitte, C*, in welchen die einzelnen Flächen 
zweiten Grades, f”, von den ihnen entsprechenden Ebenen, E, geschnitten 
werden, **) liegen in einer Fläche dritten Grades. Dabei giebt es fünf Ebe- 
nen E, welche die ihnen entsprechenden Flächen f? berühren, so dafs 
der zugehörige Kegelschnitt C? in zwei Gerade, g, zerfällt, u. s. w. 

III. Zst ein Flächenbüschel zweiten Grades, B(f?), gegeben, so ist 
die Pampolare jedes beliebigen Pols, P, in Bezug auf denselben irgend 
ein e Flähe dritten Grades f’, welche steis durch die @Grundcurve BR? des 
Büschels und auch durch den Pol geht. Das heifst, der aus dem Pol P 
jeder Fläche, f‘, des gegebenen Büschels umschriebene Kegel berührt sie 
längs eines Kegelschnitts C* und alle diese Kegelschnitte liegen in einer Fläche 
dritten Grades f”; die Ebenen der Kegelschnitte, als Polarebenen des Pols in 
Bezug auf die respecliven Flächen des Büschels, gehen sämmtlich durch eine 
bestimmte Gerade, g, welche auch in der Fläche f? lieg. Der gegebene 
Flächenbüschel enthält insbesondere vier Kegel, wie Poncelet zuerst gezeigt 
hat, für jeden derselben zerfällt der genannte Kegelschnitt C? in zwei Ge- 
rade, %,, die sich im Scheitel des Kegels kreuzen und mit jener Geraden Y 
ein Dreieck bilden; auch bei derjenigen Fläche des Büschels, welche durch 
den Pol P geht und daher daselbst von ihrer Polarebene berührt wird, zer- 
fällt der Kegelschnitt C* in zwei Gerade, 9, die sich im Pol kreuzen und 
gleichfalls mit jener Geraden y ein Dreieck bilden; dies sind zusammen bereits 
11 in der Fläche f” liegende Gerade. Durch jede der beiden zuletzt ge- 
nannten Geraden g, lassen sich vier solche Ebenen legen, welche die Grund- 
curve 4° des Büschels berühren, und jede dieser Ebenen schneidet die Fläche f’ 
in zwei neuen Geraden, die sich im Berührungspunct (der Ebene mit der 
Curve) kreuzen, was mit jenen zusammen 27 in der Fläche f* liegende Ge- 
rade ausmacht. 





*) Das heilst, die Raumcurve 4ten Grades, die der gemeinsame Schnitt aller Flächen 
des B(f?) ist. 

**) Die projectivische Beziehung der gegebenen Büschel geschieht unter anderem 
dadurch, dafs man in irgend einem Puncte P der Curve R% an alle Glieder des Flächen- 
büschels B(f?) Berührungsebenen E, legt, die einen Ebenenbüschel B(E,) bilden, diesen 
sodann mit dem gegebenen Ebenenbüschel B(E), durch willkürliche Annahme von drei 
Paar sich entsprechender Ebenen, E und E,, projeclivisch bezieht und nachher an Stelle 
jeder Ebene E, diejenige Fläche f* nimmt, welche sie berührt. 





TE a 


RE 
RE 


ae en 4 
Pa ME a Br 
re. 2 ar 


EVEIEATTERNTERENEN EI 


De RENT ee 


“ 
R2 
EB 
& 
; 
N 








3 
% 
3 
= 
; 
Ri 


N N EN here Zi 


ÄERTRENER 


En 
i 
| 





5. Steiner, Flächen dritten Grades. 135 


IV. Sind irgend drei Flächen zweiten Grads gegeben, so schnei- 
den sich die drei Polarebenen jedes Pols P in Bezug auf dieselben, im 
Allgemeinen, in je einem andern Puncte P,; bewegt sich der Pol P in 
einer beliebigen gegebenen Ebene, so beschreibt der Punct P, irgend eine 
Fläche dritten Grads. Oder: Denkt man sich alle Flächen zweiten Grads, 
welche durch beliebig gegebene sieben Puncte gehen, so liegen die irgend 
einer gegebenen Ebene in Bezug auf dieselben entsprechenden Pole sämmt- 
lich in eımer Fläche dritten Grads. Die vielen weitern interessanten Um- 
stände, welche dabei noch stattfinden, müssen hier übergangen werden. 

Aus diesen Entstehungsarten — und weiterhin durch Hülfe einiger 
Polaritäts-Sätze — ergeben sich nachstehende merkwürdige Haupteigenschaf- 
ten der Flächen dritten Grads. 

„Eine allgemeine Fläche dritten Grads f’ enthält 27 gerade Li- 
nıen g (reelle oder imaginäre); jede derselben wird von 10 der übrigen 
geschnitten, und zwar von fünf Paaren die einander selbst schneiden, 
so dafs sie mit jener fünf Dreiecke bilden. Alle 27 Geraden g schnei- 
den sonach einander zu zweien in 135 Puncten d und bilden im Ganzen 
45 Dreiecke A. Die fünf Paar Schnittpuncte, Ö, in jeder Geraden, g, 
gehören zu einem Involutions- Punctensystem; ist dasselbe hyperbolisch, 
so enthält es zwei Asymptotenpuncte (Doppelpuncte) n. Die Seiten jedes 
Dreiecks 4 enthalten entweder 1° alle drei hyperbolisches, oder 2° nur 
eine hyperbolisches und zwei elliplisches Puncten- System. Oder um- 
fassender: 

Es giebt 27 verschiedene Systeme von solchen Ebenen, E, welche 
die Fläche f’ in Kegelschnitten, C’, schneiden, und zwar bestehen die- 
selben aus 27 Ebenenbüscheln, B(E), welche die 27 Geraden g respec- 
tive zu Axen haben; und umgekehrt, jede Ebene, welche die Fläche f’ 
ın einem Kegelschnitte schneidet, schneidet dieselbe nolhwendig noch in 
einer der 27 Geraden und gehört zu einem der Kbenenbüschel. Die 
Schaar Kegelschnitte, EC’, die den Ebenen eines und desselben Ebenen- 
büschels angehören, schneiden dessen Axe, g, in dem genannten Puncten- 
System; jede Ebene ist als eine die Fläche f? doppelt berührende anzu- 
sehen, und die Schnitte ihres Kegelschnitts mit der Axe als die Berüh- 
rungspuncte; unier den Kegelschnitten giebt es insbesondere zwei, Ü), 
welche die Axe berühren, und zwar in den genannten Asymptolenpunc- 
ten n; ferner giebt es fünf Keygelschnitte, die in je zwei Gerade g zer- 
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fallen, so dafs die zugehörige Ebene die Fläche f’ in drei Puncten 
berührt, nämlich in den Ecken des in ihr liegenden Dreiecks A. Die 
Ebenen der 45 Dreiecke A sind die einzigen, welche die Fläche f” in drei 
Puncten berühren. 

Es giebt ferner 45 Systeme von solchen Flächen zweiten Grads, f’, 
welche die Fläche dritten Grads f’ in je drei Kegelschnitten C* schnei- 
den; jedem Dreieck N entspricht ein solches System, nämlich jede dreı 
Ebenen, die beziehlich durch dessen drei Seiten gehen, enthalten drei 
solche Kegelschnitte €”, durch welche allemal irgend eine Fläche zweiten 
Grads geht; und umgekehrt: Hat eine Fläche zweiten Grads f?* mit der 
Fläche dritten Grads f? irgend drei Keyelschnitte gemein, so gehen die 
Ebenen derselben jedesmal durch die drei Seiten eines der 45 Dreiecke A; 
oder geht eine Fläche f? durch zwei in der Fläche f? liegende Keygel- 
schnitte, so schneiden sich beide Flächen allemal noch in irgend einem 
dritten Kegelschnitt und die Ebenen der drei Keygelschnitte gehen durch 
die drei Seiten eines und desselben Dreiecks A. Die Seiten jedes Dreiecks A 
werden von den vorgenannten besondern Kegelschnitten ©? in ihren Asympto- 
ten-Puncten 7 berührt; die drei Paar oder sechs Asympitoten- Puncte liegen 
zu drei und drei in vier Geraden, l, und durch die je drei zugehörigen 
Kegelschnitte EC} geht ein Kegel zweiten Grads, f}, welcher die Ebene 
des Dreiecks länys der zugehörigen Geraden I berührt, und die Scheitel 
aller vier Kegel liegen in einer Geraden. Aufserdem enthält das dem Dreieck 
entsprechende Flächensystem zweiten Grads, /, noch unendlich viele Kegel; 
ihre Scheitel liegen sämmtlich in einer Fläche vierten Grads. 

Die drei Kegelschnitte C*, durch welche je eine Fläche zweiten Grads f? 
seht, können insbesondere auch aus drei Paar Geraden y bestehen, wobei 
dann die Fläche ein einfaches Hyperboloid, 4°, ist. Nzmmt man von den 
27 Geraden y irgend drei, welche einander nicht schneiden, so bestimmen 
sie ein solches Hyperbolvid, denn dasselbe schneidet die Fläche f? allemal 
noch in drei andern Geraden g, welche jene drei treffen, aber einander 
nicht. „Es giebt im Ganzen 360 solche Hyperboloide h’; jedes der 45 Sy- 
steme Flächen zweiten Grads enthält 48 derselben, und jedes Hyper- 
boloid kommt in 8 verschiedenen Systemen vor.” 

Wählt man von den 45 Dreiecken A zwei solche, welche keine 
Gerade g gemein haben, deren Ebenen sich also in einer andern Geraden, 
etwa A, schneiden, die ihre Kante heifst, so treffen sich die Seiten beider 
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Dreiecke paarweise auf dieser Kante, in drei Puncten d. Bezeichnet man 
die Dreiecke durch A und 3, ihre Seiten (die Gerade g sind) beziehlich 
durch a, a,, a, und 5, d,, d,, so schneiden sich etwa die Paare # und b, 
a, und d,, a, und 5, auf der Kante %, und sodann sind diese Paare Seiten 
von drei andern Dreiecken A: abe, a,b,c,, @&b,c, oder A,, B,, Ü,, deren 
dritte Seiten c, €,, &, für sich. die Seiten eines sechsten Dreiecks A oder Ü 
sind. Die Ebenen der Dreiecke A, B, C bilden ein Trieder, 7, auf dessen 
drei Kanten % ihre Seiten einander paarweise schneiden, und ebenso bilden 
die Ebenen der Dreiecke A,, B,, C, ein Trieder, T',. auf dessen Kanten 
ihre Seiten einander treffen; jene Dreiecke, wie diese, haben die nämlichen 
9 Geraden g, oder «aa,a,bb,b,cc,c, zu Seiten. und die Flächen beider Trieder 
schneiden einander gegenseitig in denselben (wie oben I.). Zwei solche 
Trieder heifsen conjugerte Trieder. 

„Die Ebenen der 45 Dreiecke A bilden auf diese Weise im Gan- 
zen 240 Trieder, oder 120 Paare conjugirte Trieder T und T,.” Diese 
Paare ordnen sich zu drei und drei in 40 Gruppen. wovon jede Gruppe alle 
27 Geraden g enthält. 

„Jedes Dreieck & kommt in 16 verschiedenen Triedern vor, so 
dafs also 16 Trieder- Scheitel in seine Ebene fallen; diese 16 Scheitel 
liegen allemal in einer Curve vierten Grads, welche die Seiten des Drei- 
ecks zu Doppeltangenten hat, und zwar dieselben in ihren Asymptoten- 
puncten n berührt.” 

Die 240 Trieder haben zusammen 720 verschiedene Kanten A; ulso be- 
gen die 135 Schnitlpuncte ö der 27 Geraden g zu drei und drei: in 720 
Geraden k, welche sich zu drei und drei in 240 neuen Puncten T ( Schei- 
teln der Trieder ) treffen. Durch jeden Schnittpunct Öd gehen je 16 Gerade 
k, wovon jede noch durch zwei andere Schnittpuncte, etwa d, und d, (statt d)), 
geht; nimmt man in jeder derselben einen vierten Punct, 4, so, dafs dd, Ad, 
harmonisch sind, so legen die 16 Puncte i, zweimal zu vier und vier in 
vier Geraden, und diese 8 Geraden summt den zwei Geraden g, deren 
Schnitt jener erste Punci Ö ist, liegen in einem Hyperboloid. 

Wird durch irgend einen in der Fläche f” liegenden Kegelschnitt C’ 
eine beliebige Fläche zweiten Grads, f?, gelegt, so schneidet sie jene Fläche, 
im Allgemeinen, noch in einer Baumcurve vierten Grads, R’, durch welche 
allemal unzählige andere Flächen zweiten Grads gehen, oder ein Flächen- 


büschel zweilen Grads geht; unter diesen Flächen befinden sich 5 solche, 
18 * 
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welche die gegebene Fläche f’ in je einem Puncte berühren, und die 
Berührungsebenen in diesen fünf Puncten sammt der Ebene jenes Kegel- 
schnitts C’ gehen durch eine und dieselbe Gerade g; zudem enthält jede 
der 5 Berührungsebenen noch zwei andere Gerade y, die sich im Be- 
rührungspunct kreuzen, so dafs also jede ein Dreieck A enthält. — Legt 
man durch irgend zwei einander nicht schneidende Gerade g ein beliebiges 
Hyperboloid, so schneidet dasselbe die Fläche f? aufserdem noch in einer 
solchen Raumcurve vierten Grads, R}, durch welche keine andere Fläche 
zweien Grads geht; diese Curve ist also wesentlich verschieden von der 
vorigen Ä’, welche als der Schnitt irgend zweier Flächen zweiten Grads an- 
zusehen ist, und welche man bisher für die einzige Raumcurve vierlen 
Grades hielt. Die beiden Curven unterscheiden sich namentlich noch in fol- 
genden Eigenschaften. „Die Tangentenfläche der Curve R} (d.h. die 
Fläche, in welcher alle ihre Tangenten liegen) ist vom 6" Grad und 
von der 6" Klasse; wogegen die Tangentenfläche der Curve BR* vom 
8” Grad und von der 12'” Klasse ist.” Ferner: „Von den zwei Schaa- 
ren Gerade, welche in dem durch die Curve R} gehenden einzigen Hy- 
perboloid liegen, schneidet jede Gerade der einen Schaar die Curve in 
drei und jede Gerade der andern Schaar nur in einem Punct; wo- 
gegen bei jedem Hyperboloid, welches durch die Curve R* yeht, jede Ge- 
rade aus der einen oder andern Schaar dieselbe in zwei Puncten trifft.” 

„Somit giebt es zwei wesentlich verschiedene Arten von Raum- 
curven vierten Grads, R* und R}.” 

Wird der gegebenen Fläche dritten Grads, f’, aus irgend einem Puncte 
oder Pol P ein Kegel umschrieben, so ist derselbe vom 6' Grad und berührt 
die Fläche längs einer Raumcurve 6‘ Grads, durch die jedesmal irgend eine 
Fläche zweiten Grads, f”, geht, welche die erste Polare des Pols P in Bezug 
auf die gegebene Fläche f” heilst. Es giebt unendlich viele solche besondere 
Pole, deren erste Polare je ein Kegel zweiten Grades, f), ist, und es findet 
das Gesetz statt: „dafs wenn P, der Scheitel dieses Kegels ist, dann auch 
seine erste Polare gleichfalls ein Kegel ist, und dafs der Scheitel des- 
selben in jenem ersten Pol P liegt.” Solche zwei Puncte P und P, heifsen 
reciproke Pole in Bezug auf die Fläche f*. 

„Der gemeinsame Ort aller reciproken Pole ist eine bestimmte 
Fläche vierten Grads, P*',” welche die Kernfläche der gegebenen Fläche 
dritten Grads f” genannt wird. 
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„Die Kernfläche P* geht namentlich auch durch die Scheitel der 
obigen 240 Trieder, und zwar sind die Scheitel jedes der 120 Paar 
conjugirten Trieder T und T, auch ein Paar reciproke Pole” Dabei 
findet noch der nähere Umstand statt, dafs der Polarkegel f? des Scheitels T 
dem conjugirten Trieder T, umschrieben ist, d. h. durch dessen drei 
Kanten k geht, und ebenso auch umgekehrt. 

„Ferner sind auch die zwei Asymplotenpuncte n in jeder der 
27 Geraden y ein Paar reciproke Pole P und P,, und zwar wird die 
Gerade in denselben von der Kernfläche P* berührt” — 

„His giebt im Ganzen 10 solche spezielle Pole P, oder P,, deren 
Polarkegel f, in zwei Ebenen, F' und F,, zerfällt, (so dafs auch der 
aus dem Pol der Fläche f’ umschriebene Kegel in zwei Kegel dritten 
Grads und ebenso die Berührungscurve in zwei ebene Curven dritten 
Grads zerfällt); dabei ist dann der reciproke Pol, P,, nicht mehr absolut 
bestimmt, sondern er liegt längs der Schnittlinie oder Kante, p,. der 
beiden Ebenen überull, so dafs für jeden in dieser Kante liegenden 
Punct P, die erste Polare ein Kegel f} ist, und dafs die Scheitel aller 
dieser Kegel in jenem Pol P, vereinigt sind.” „Den 10 Polen P, ent- 
sprechen demnach 10 reciproke Grade p..” ‚Die 10 Pole sind Knoten- 
puncte der Kernfläche P* und die 10 Geraden liegen yanz in derselben. 
Die gegenseitige Lage dieser Pole und Geraden ist der Art, dafs in jeder 
Kante p, je drei der 10 Pole liegen, und dafs auch durch jeden Pol P, 


je drei der 10 Kanten gehen. ÜÖder genauer: „Die 10 Pole P, und die 


10 Geraden p, sind die Ecken und Kanten eines vollständigen Pentaeders, 
d.h. es giebt 5 bestimmte Ebenen, E,, die sich paarweise in den 10 Geru- 
den und zu je drei in den 10 Polen schneiden, und wobei die Schnitt- 
linie je zweier Ebenen und der Schnittpunct der jedesmaligen drei andern 
reciprok sind.’ Die Kernfläche P* wird hiernach von jeder der 5 Ebenen 
E, in je vier Geraden p, geschnitten. Die durch jede Kante p, gehen- 
den, vorgenannten zwei Ebenen F' und F, sind zu den zugehörigen zwei 
Ebenen E, zugeordnet harmonisch. Die zehn Ebenenpaare F'und F\, haben 
auch noch interessante gegenseitige Beziehungen unter sich. 

Es giebt nun ferner auch noch solche Pole P, deren Polarkegel f. 
insbesondere Cylinder sind. „Der Ort dieser Pole ist eine auf der Kern- 
fläche liegende Raumcurve 6len Grads, BR’, welche durch die 10 Knoten- 
puncte P, derselben geht” (da deren Polaren, #' und F,, auch als Cylinder 
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anzusehen sind). „Die Axe, a, jedes Cylinders schneidet die Curve R' 
in drei Puncten, und durch jeden Punct der Curve gehen je drei Axen.' 
Der gemeinschaftliche Ort aller Cylinder - Axen a ist eine (geradlinige) 
Fläche &ten Grads, a°, welche die Curve R® zur dreifachen Linie hat, 
und in welcher namentlich auch die 10 Kanten p, des vorgenannten 
Pentaeders liegen.’ Mehrere merkwürdige Eigenschaften dieser Fläche kön- 
nen hier nicht entwickelt werden. 


Die Kernfläche P* schneidet die gegebene Fläche f° längs einer Raum- 
curve 12ten Grads, #2", welche für die letztere Fläche sehr charakteristisch 
ist. Zunächst geht diese Curve durch die 54 Asymptotenpuncte ı der 
27 Geraden g und berührt sie in denselben, so dafs sie also jede Gerade 
zur Doppeltangente hat. 


„Sodann scheidet die Curve R” auf der Fläche f’ diejenigen 
Regionen von einander ab, wo das Krümmungsmafs positiv und wo das- 
selbe negativ ist; längs der Curve selbst ist dasselbe Null.” 


Ferner ist die Curve R” der Ort aller derjenigen Puncte auf der 
Fliüche f’, in welchen die zugehörige Berührungsebene die Fläche mit 
Rückkehrpunct schneidet, d. h. ın einer solchen Curve dritten Grads C® 
schneidet, welche den Punet zum Rückkehrpunct hat, so dafs also die 
Rückkehrtangente, t, der Curve Ü’ die Fläche f? im seiben Puncte oscu- 
lirt oder dreipunctig berührt. 


„Der Ort aller dieser Rückkehrtangenten 1 ist eine abwickelbure 
Fläche 30sten Grads, E, welche die Fläche f? längs der Curve R" 
osculirt und die 27 Geraden g zu Doppellinien hat, so dafs also die 
Schnitteurve beider Flächen, t"' und f’, die vom 90sten Grad sein mufs, 
aus der dreifachen Curve R"” und aus den doppelt zu zählenden 27 Ge- 
raden g besteht.’ ÜU.s. w. 


Eine beliebige Ebene, #, schneidet die gegebene Fläche f? in einer 
Curve dritten Grads; die der Fläche längs dieser Curve umschriebene ub- 
wickelbare Fläche, P, ist vom I2ten Grad und von der 6len Klasse, 
und ihre Rückkehrlinie (arrete de rebroussement) ist vom 18ten Grad. 
Die zweite Polare irgend eines Pols P in Bezug auf die gegebene Fläche f’ 
ist eine Ebene, elwa e. ‚Bewegt sich der Pol P in jener festen Ebene 
E, so ?st die Ennveloppe seiner Polarebene e eine Fläche dritten Grads 
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e’ und nur vierter Klasse”), welche vier Knotenpuncte, Q,, hat, und 
jener abwickelbaren Fläche D eingeschrieben ist; auch ist die Fläche e 
allemal der Kernfläche P* eingeschrieben und berührt dieselbe längs einer 
Raumeurve 6tlen Grads R’, in welcher namentlich auch die 4 Knoten- 
puncte Q, sich befinden, so dafs also letztere jedesmal in der Kernfläche 
P* liegen.’ Die Fläche e’ heifst die zweite Polare der Ebene E in Bezug 
auf die gegebene Fläche f’. Dieselbe hat (vor andern Flächen gleichen Gra- 
des) die merkwürdige besondere Eigenschaft: dafs der aus irgend einem in 
ihr liegenden Puncte ihr umschriebene Kegel (der für andere Puncte 
vom 6len Grad ist) in zwei Kegel zweiten Grads und in die zugehörige 
Berührungsebene zerfällt; letztere berührt beide Kegel, und diese gehen 
stets beide durch die vier Knotenpuncte Q,. Versetzt man die Ebene K 
ins Unendliche, so ist ihre zweite Polare e’ die Einveloppe aller Durch- 
messer-Ebenen der gegebenen Fläche f’; dieselbe behält alle angegebenen 
Eigenschaften, sie ist den Flächen P* und &b eingeschrieben, ete., die 
letztere, , ist in diesem Falle eine Art asymptotischer Fläche der gegebenen 
Fläche f“. 

Bewegt sich’der Pol P in irgend einer festen Geraden D, so ist die 
Enveloppe seiner Polarebene e ein Kegel zweiten Grads, etwa d’, welcher 
die zweite Polare der Geraden D in Bezug auf die gegebene Fläche f’ heifst. 

„Es giebt im Ganzen 100 solche besondere Gerade D, deren 
zweite Polare sich auf eine Gerade d reducirt, d.h. wobei jener Kegel 
d’ sich auf seine Axe d reducirt, so dafs alle Polarebenen e einen 
Büschel um dieselbe bilden.” Den 100 Geraden D entsprechen jedoch zu- 
sammen nur 25 Gerade d, indem jede der leiztern je vier von jenen ent- 
spricht. Die 25 Geraden d bestehen aus den 10 Kanten p, des obigen 
Pentaeders und aus den 15 Diagonalen desselben. 


*) Eine allgemeine Fläche dritten Grads ist von der zwölften Klasse; im obigen 
Fall wird die Klasse durch jeden Knotenpunct um 2 erniedrigt, eben so, wie nach Pon- 
celet’s Satz, bei den ebenen Curven die Klasse durch jeden Doppelpunct um 2 verrin- 
gert wird. 
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6. 


Uber die den Gaufsischen Perioden der Kreisthei- 
lung entsprechenden Congruenzwurzeln. 


(Von Herrn E. E. Kummer, Professor in Berlin.) 





Di. Theorie der idealen Primfactoren derjenigen complexen Zahlen, 
welche als einzige Irrationalitäten die Wurzeln der Gleichung « —=1 enthal- 
ten, wo 4 eine ungerade Primzahl ist, beruht hauptsächlich darauf, dafs allen 
Perioden, welche aus den Wurzeln der Gleichung 


AL Lett... +0 tat+1 — 0 
gebildet werden können, gewisse ganze Zahlen entsprechen, welche aus den 
die Perioden bestimmenden Gleichungen hervorgehen, wenn man dieselben 
als Congruenzen für bestimmte Moduln betrachtet. Ist e ein Theiler von —1, 
e.f—=4—1, und y eine primitive Wurzel für den Modul A, so giebt der 
Ausdruck: 


k-++2e k+(f—1)e 


„‚k k-+e 
N, = +0? +0? + er..40? 
für k—=0,1,2,....e—1, die e Perioden von je f Gliedern. Diese sind 
die Wurzeln einer Gleichung des e'“ Grades mit ganzzahligen Coefficienten 


Ad) yrAdyı Ay’ re 4A = 0 
und aufserdem besteht für dieselben ein System von e?’ Gleichungen von der Form 


k k k k k 

(2.) NrNr+k uf-+ an N, m, Nr+1 + MN, +2 + er. +M.Nr-ı 
für r—=0,1,2,...e—1 und k=0,1,2,...e—1, auf welchen die Rech- 
nung mit den Perioden beruht. Wenn nun g eine Primzahl ist, deren f' Potenz 
congruent Eins ist, für den Modul A, für welche also 


y =1, mod.ı, 
so hat die Congruenz: 
(3) Ay + A,y”+ ....- +4. =0, mod.g, 
stets die e realen Congruenzwurzeln 


 £ a u, U, Ur, u... U.» 


welche jedoch auch zum Theil einander gleich sein können. Dieses habe ich 
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zuerst in der Abhandlung „Über die Divisoren gewisser Formen u. s. w.” 
Bd. 30, pag. 107 dieses Journals streng bewiesen. In der Abhandlung „Über 
die Zerlegung der aus Wurzeln der Einheit gebildeten complexen Zahlen in 
ihre Primfactoren” Bd. 35, pag. 327 habe ich sodann gezeigt, dafs dieselben 


Congruenzwurzeln %, %,, %, .... %,_, auch dem Systeme der e’ Congruenzen 
R k k 


(4) uu: = ee, mod. 4, 
für 2=0,1,2,...e—1, k=0,1,2,... e—1, genügen, wenn sie in ge- 
höriger, cyklisch vollständig bestimmter Ordnung genommen werden, und dafs 
ganz allgemein jede rationale Gleichung unter den Perioden, als Congruenz 
für den Modul 4 befriedigt wird, wenn anstatt der Perioden die entsprechen- 
den Congruenzwurzeln eingesetzt werden. Dieser wichtige Punct scheint mir 
noch einer näheren Aufklärung und vollständigeren Begründung zu bedürfen, 
welche ich hier mit Hülfe einer sehr einfachen, auch für allgemeinere com- 
plexe Zahlen anwendbaren Methode, ausführen will. 

Ich gehe zu diesem Zwecke wieder von der auch in meinen früheren 
Untersuchungen benutzten Congruenz aus: 

(2 —1)(2 —2)(2 —3)....c—y+1)= xt — er, mod.g, 
welche identisch für jeden Werth des = erfüllt wird, in der Art, dafs wenn 
das Product auf der einen Seite nach Potenzen von x entwickelt wird, die 
Coefficienten der gleichen Potenzen auf beiden Seiten nach dem Modul y con- 
gruent sind. Setzt man in dieser Congruenz 2==n, und bemerkt, dafs für 
jede Primzahl q, welche der Congruenz g’ = 1, mod. 4, genügt, die g' Potenz 
einer jeden Periode von f Gliedern derselben einfachen Periode congruent ist, 
nach dem Modul g, dafs also 

N = nn» mod.g, 

welche, so wie auch die folgenden Congruenzen in denen Perioden vorkom- 
men, in dem Sinne aufzufassen ist, dafs wenn man beide Seiten in die lineäre 
Form a7 +a,71-+-**+@,_N.-ı bringt, die Coefficienten der gleichen Perio- 
den auf beiden Seiten einzeln congruent sind nach dem Modul g: so erhält 
man hieraus die Congruenz: 


5) 1m - DM... 42 = 0, mod. g. 
Wird nun der Kürze wegen das Product 
-MYy-MY— N) Nemi) 


oder, was dasselbe ist, die linke Seite der Gleichung (1.) durch y(y) be- 
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zeichnet, so ergiebt diese Congruenz, wenn nach einander A=0,1,2,...e—1 
gesetzt und das Product aller so erhaltenen Congruenzen gebildet wird: 


pO).p(1).p(2)....p(lg—1)=0, mod. 4*. 


ten 


Hieraus folgt, dafs die Congruenz des e“” Grades y(y)=0, mod.yg, stets 
wirkliche Congruenzwurzeln hat. Es sollen nun nur die von einander ver- 
schiedenen Wurzeln dieser Congruenz in Betracht gezogen werden, deren 
Anzahl gleich 4 sei, und welche durch «, @a,, 4,, ... a,_, bezeichnet wer- 
den sollen. Wenn nun diese A Zahlen alle diejenigen erschöpfen, welche der 
Congruenz y(y)=0, mod.g, genügen, so folgt, dafs es unter den Zahlen 
0,1,2, 3, ... g—1 aufserdem y— % Zahlen giebt, welche dieser Congruenz 
nicht genügen, welche durch 5, b,, &,, ... Ö,_-,-ı bezeichnet werden sollen. 
Die Zahlen #, «&, ... a4,_, mit den Zahlen 5, d,,.... d,_,—ı zusammen, er- 
schöpfen so vollständig alle Zahlen 0, 1,2, ... g—1, deshalb kann die Con- 


oruenz (5.) auch folgendermafsen dargestellt werden: 


a—n,)a— N)... (a, —N,) b—n)d—n,).-- (db, — n,)=0, mod. g. 
Multiplieirt man diese Congruenz mit. dem Producte aller zu &—n, conjugirten 
Factoren, ebenso mit dem Producte aller zu 4, —n, conjugirten Factoren u. s. w., 


so geht dieselbe über in: 

(a—n)a—N,)...(a,_ , —Nn)-p(b).Pp(lbı)---Pld,n-) = 0, mod. g. 
Die Factoren (db), p(b,), ...,„ welche nur ganze Zahlen sind, deren keine 
durch g theilbar ist, weil die Zahlen b, b,,.... d,_,-ı der Congruenz y(y)=0, 
mod. g, nicht genügen, können nun durch Division weggehoben werden, wo- 
durch diese Congruenz folgende einfachere Gestalt erhält: 


(6.) (a—n)a— na — N)... ,-)=0, mod. g. 


Aus einer gewissen Anzahl der Factoren dieses Products und der mit 
denselben conjugirten, nämlich aus den Factoren: 


a—n, 4,—N; &—n, ... daN 


4a — Nı5 d, — Ns d; — N» .. +. 6.10» 


d — Ne-19 er N ’ d, — Ne N Er d,_ı u. ’ 


deren Anzahl gleich A.e ist, bilde ich nun ein Product #(n) von der Be- 
schaffenheit, dafs es möglichst viele dieser %.e Factoren enthalte, keinen mehr 
als einmal, ohne jedoch durch g theilbar zu sein, dafs es aber durch Hinzu- 
fügung eines jeden dieser Factoren, der noch nicht darin enthalten ist, durch 
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4 theilbar werde. Um ein solches Product zu bilden nimmt man irgend einen 
dieser Faktoren und multiplicirt ihn mit einem zweiten, ist dieses Produkt 
nicht durch 4 theilbar, so multiplieirt man mit einem dritten und so fort; erhält 
man durch Hinzufügung eines neuen Faktors ein durch 4 theilbares Produkt, 
so ist dieser Faktor zu verwerfen und ein anderer der noch vorhandenen 
Faktoren zu nehmen, welcher dem Produkte hinzuzufügen oder zu verwerfen 
ist, jenachdem er dasselbe durch g nicht theilbar oder durch y theilbar macht. 
Sind auf diese Weise alle A.e Faktoren an die Reihe gekommen und entweder 
dem Produkte hinzugefügt oder verworfen, so ist das gesuchte Product #(n). 
welches die angegebenen Bedingungen erfüllt, gefunden. 


In diesem Produkte %(n) können nun von den A zusammengehörenden 
Faktoren, welche dieselbe Periode n, enthalten, nämlich 


aA—N,> d—n,» N,» Miete d,-ı N, 


nicht alle zugleich enthalten sein, weil sonst vermöge der Congruenz (6.) 
P(n) durch g theilbar sein würde; es mufs also für jede der Perioden , 7,» 
N25 * +» Ne-ı, Oder was dasselbe ist, für jeden Werth des k wenigstens einen 
dieser Faktoren geben, welcher nicht in 7X) enthalten ist, welcher daher 
mit 7«(n) multiplieirt ein durch g theilbares Produkt giebt. Wird die in die- 
sem Faktor vorkommende Congruenzwurzel « durch a, bezeichnet, so dafs 
dieser Faktor gleich u,—n, ist, so hat man die Congruenz: 


| Fo)w.—n) = 0, mod. g, 
*.) 'oder 

P(n)n, = P(n)u,, mod. g, 
welche Congruenz für jeden beliebigen Werth des A=0, 1,2,...e—]1 
giltig ist, und somit ein System von e Congruenzen repräsenlirt. In dieser 
Congruenz gehört auch zu jeder bestimmten Periode 7, nur eine einzige Con- 
gruenzwurzel #,; denn wenn derselben auch eine von «, verschiedene Zahl v, 
genügte, so würde daraus folgen 

P(n)(w—v,) = 0, mod. y, 


welches unmöglich ist. 


Bezeichnet nun F'(n) irgend eine ganze und ganzzahlige Function der 
Perioden, welche also nur aus Gliedern von der Form e.n,n,n:... besteht, 


wo die Indices der Perioden auch einander gleich sein können, so hat man 
19 * 





146 6. Kummer, üb. die den Gaufsischen Perioden entsprech. Congruenzwurzeln. 


durch mehrmals wiederholte Anwendung der Congruenz (7.) 


P(n).n..n.m + = P(n).u,.u,.u,... mod.y 
und demnach, wenn F'(w) diejenige ganze Zahl bedeutet, welche man aus 
F(n) erhält, wenn man in dieser anstatt der Perioden 7, 71, --- Ne-ı die 
entsprechenden Congruenzwurzeln %, %,, ... %,_, setzt, 
8) FmFo) = P(n)F(u), mod. g. 

Hat man nun irgend eine rationale Gleichung unter den Perioden, welche 
aufser diesen nur ganze Zahlen enthält, so kann man dieselbe immer auf die 
Form F'n)==0 bringen, indem man die etwa darin enthaltenen Brüche durch 
Multiplication entfernt und alle Glieder auf eine Seite bringt. Aus F(n)—=0 
folgt aber vermöge der Congruenz (8.) die Congruenz F(w)=0, mod. g, 
und somit hat man den vollständigen Beweis des Satzes, dafs jede rationale 
Gleichung unter den Perioden, welche aufser diesen nur ganze Zahlen 
enthält, als Congruenz für den Modul g befriedigt wird, wenn anstatt 
der Perioden n, nm, ... n,.1 die ihnen entsprechenden Congruenzwurzeln 
U, Us... %,_, geselzt werden. Aus dem Systeme der e* Fundamentalglei- 
chungen für die Rechnung mit den Perioden, nämlich 


k k k KR 
NN, uf+ mn, + MM. MN _,: 
folgt somit auch das System der e® Congruenzen unter den Zahlen u, w,, ... % 


k k k k 
RR r Ä Ä | 
u, U,rx num. uf mu, MU,,ı no m M,_ıU,_ı ” mod. g. 


FREE 


Die zu #(n) conjugirten complexen Zahlen sind, wie man aus dem 
angegebenen Bildungsgesetze der Zahl %(n) sogleich erkennt, ebenfalls solche 
complexe Zahlen, welche denselben Bedingungen genügen. Verwandelt man 
daher in der Congruenz (7.) die in den Perioden zu Grunde gelegte Wurzel 


e@ in @’”, wodurch die Indices aller Perioden um r vermehrt werden, so 
hat man 


9) Fo)a—n,) = 0, mod. g, 


oder wenn k in k—r verwandelt wird: 


(10) 7), —n,) = 0, mod. g, 


woraus folgt, dafs die den Perioden n, 71, ... 7e-ı entsprechenden Congruenz- 
wurzeln ı, %,, ... %,_ı, mit Beibehaltung ihrer eyklischen Ordnung, denselben 
auf e verschiedene Weisen zugeordnet werden können, nämlich so, dafs für 
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jeden Werth des A, der Periode n, die Congruenzwurzel #,_, entspricht, wo 
r einen jeden der Werthe r—=0, 1, 2, ... e—1 haben kann. 


Die nach der oben angegebenen Regel gebildeten complexen Zahlen 
P(n) können mit dem besten Erfolge als Grundlage für die Theorie der aus 
den Wurzeln der Gleichung @&—1 gebildeten complexen Zahlen, namentlich 
für die Zerlegung derselben in ihre idealen Primfaktoren benutzt werden. 
Aus diesem Grunde will ich hier noch die wesentlichsten Eigenschaften der- 
selben kurz entwickeln, indem ich erstens zeige, dafs die conjugirten com- 
plexen Zahlen P(n), Pin), ».. P(n,_,) alle wirklich von einander ver- 
schieden sind, und zweitens, dafs diese e conjugirten complexen Zahlen 
alle diejenigen erschöpfen, welche nach dem gegebenen Bildungsgesetze 
überhaupt gebildet werden können. 


Gesetzt es wären zwei dieser conjugirten Zahlen einander gleich, 
2.B. ?(n,)= P(n,), so würde hieraus, wenn die Indices der Perioden um s 
vermindert und —s=r gesetzt wird, folgen, dafs auch 


Fan) = (m) 
sein müfste.e Nun ist aber nach den Congruenzen (7.) und (9.) 


’n)aua—n)=0 und Fn)a—n,,,) = 9% mod.g, 
also müfste auch sein: 
Fa) — Nr) = 0, mod. g. 


Multiplicirt man nun mit «?* und nimmt die Summe für k=0, 1, 2, ... 1—2, 
so hat man zunächst 


an, ER N ED er Erz 
also 
bet ne :-_ 
Zi n,= A—f und Se” 7 Nr > —f, 


woraus folgen würde 
F(n)» =0, mod.g, 


da dieses aber unmöglich ist, so folgt, dafs die conjugirten complexen Zahlen 
F(n), Fin), ».. P(n,_,) wirklich alle von einander verschieden sind. 
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Betrachtet man nun irgend welche zwei dieser conjugirten Zahlen, so 
sieht man, dafs dieselben, weil sie wirklich verschieden sind, nicht genau aus 
denselben Factoren von der Form «a—n zusammengesetzt sein können, dafs 
vielmehr die eine irgend welche dieser Factoren enthalten mufs, welche die 
andere nicht enthält, woraus unmittelbar folgt, dafs die Producte je zweier 
alle durch g theilbar sein müssen. 


Die Summe dieser e conjugirten Zahlen, nämlich 
Beer 5 728 | / \ 
F(n) 44 ?(n,) u Wh P(n er — M 
ist als symmetrische Function aller Perioden eine nicht complexe ganze Zahl. 


Dieselbe ist auch nicht durch g theilbar, denn weil die Produkte je zweier 
verschiedener dieser conjugirten Zahlen alle durch g theilbar sind, so hat man 


’(n)..M = #P(n), mod. g. 


c—1 


Wäre nun M durch g theilbar, so müfste auch #(n)* und folglich auch #(n) 
selbst durch g theilbar sein, welches nicht der Fall ist. 

Nimmt man nun an, es liefse sich nach der oben angegebenen Regel 
aus den Factoren von der Form «—n eine von 7(n) und deren conjugirten 
verschiedene Zahl Z&(n) bilden, so würde für jedes = die Congruenz Statt 
haben 

P(n)PFn) = 0, mod.g, 
denn D(n) müfste nothwendig irgend welche Factoren von der Form a—n 
enthalten, welche %\n,) nicht enthält und eben so %#(n,) irgend welche nicht 
in D(n) enthaltene. Wenn nun nach einander r—=0, 1, 2, ... e—1 ge- 
nommen wird, so würde die Summation dieser e Congruenzen ergeben 


P(n)M = 0, mod. g, 
und weil M eine nicht complexe, durch g nicht theilbare ganze Zahl ist, so 
müfste sein 
P(n) = 0, mod.g, 
welches unmöglich ist. Die e conjugirten complexen Zahlen 
Fon) Find +. Fin) 


sind also die einzigen. welche den für diese Art von complexen Zahlen fest- 
gesetzten Bestimmungen genügen. 


Berlin. den 5. Juni 1856. 
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T. 


De aequationibus quartı et sexti gradus quae in 
theoria linearum et superfiecierum secundi gradus 


oceurrunt. 
(Auctore F. Jouchimsthal, Prof. ord.) 





Onae olim de normalibus linearum et superficierum secundi gradus 
exposui iheoremata, ope duarum aequalionum, quarum una quarti altera autem 
sexti gradus, demonstrari possunt. Cum autem in utraque, quam ea de re 
conscripsi, commentatione geomelrica, harum aequaltionum proprietates alge- 
braicas consulte praetermiserim, haud inutile fore credo, formulas, quibus antea 
usus sum, cum Geomelris nunc communicare. In fine commentationis nonnulla 
de aequatione generaliore 2nti gradus adjiciam, quae illas tanquam casus spe- 
ciales conlinet. 


l. 
Problema de inveniendis normalibus a puncto (&, 7) ad conicam ad 
coordinatas rectangulares relatam 


ad) —4-=1 


duclis, a resolutione aequationis (1.) atque 





rn ER ), ua 
(2.) a = = RT 


pendet, ubi x et y tanquam incognitae spectandae sunt. Introducendo aliamı 
incognitam u, valoribus fraclionum in (2.) contentarum aequalem, habemus 


. I TER... 
al dr = a+u AMT b+u’ 





atque hinc, per aequationem and 


2 tt 


sive, si brevitatis causa loco ipsarum «&°, br? litterae «, ? scribuntur 


— 


a ß 
(4.) (a-+ u)? T (bu 





cujus aequationis biquadraticae radices signis %,, %,, %,, %, denotentur. 
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Ut relationes inter normales inveniantur, quae a coordinatis 5, 7 non 
pendeant, quantitates « et inter aequationes 





@& ß ET 
(a+u,)* r (+u)” t 
n @ ß Er 
Se 
ee 


rt 
(a+%,)" ' (b+W,) 
eliminandae sunt. Aequatio, quam nota eliminationis regula obtinemus, more 


auctorum recentiorum, qui theoriam determinantium coluerunt, hoc modo ex- 
hiberi potest 

















1 1 1 
(a+u)" (d+W) 
6. : . — (0. 
a en 
1 1 
(a+u,)” (d+u,)” 


Quum autem haec aequatio factorem supervacaneum (%,— %;) (%,— U;)(%,— U;) 
manifesto contineat alia eruenda erit eliminationis methodus cujus ope ad re- 
lationem ab hoc incommodo liberam perveniatur. 


Designando per p(a) functionem primi vel secundi gradus, atque ponendo 
(a u,) (a +%)(a+u;) = 4, 
(b+w)(b+ u) (+) — B, 


habemus formulam notam 





ya) ____P-U) 1 KR p(—u,) 1 » p(—u,) 1 


A —U.u0,—Uu au, | w—u,.u,—u, a+u, |! w—Uu,.4,—Uu, a+u, 





quae differentiatione respectu quantitatis « in hanc 


p(a) A—y'(a) A 
(7) = 


p ee “,) 1 4 a p er u,) 1 + p(—u,) 1 


1,— U. —Uu, (at) ! w—.0,—, (a+tu) ! w—u,.0w,—u, (a+u,)’ 











—— 





transit. Jam multiplicando aequationes (5.) per quantitates 


p(—u,) g(—u,) p(—u,) 


2 ne 3 5 9 — 
U, —Uu U, —U, uU, U, —U, U—U, U, —U, 











atque addendo, oblinemus ope aequationis (7.) 
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3) tot) 9a) A)4+ By) B} 


En p(—u,) + p(— u,) 4 Y(—u,) 


U,—U,.» U, U, u — U,» U, U, u U,.U, —U, 








Sit p(a) functio linearis = a--4, ubi A quantitatem constantem denotat. Pars 
dextra aequationis praecedenlis secundum formulam Eulerianam evanescere 
debet, atque habemus 


9) KA gpa) ABB) — 0. 


Sed quantitas arbitraria A ita determinari potest, ut sil 





N, 1 4 
(10) Yyla)d—ylaAd=(, sive Pag al 0; 
qua relatione (9.) in hancce transit 
) ' i 1 Bb' 


Substitutis iterum valoribus functionum A et B, loco duarum aequationum prae- 
cedentium habentur sequentes 


1 1 1 1 
a+4 Fe re 
1 











| 


(12) 


| 








1 1 1 
b+4 btw T b+u, 2 bu, 


His calculis eliminatio duarum quantitatum « et ? e tribus aequationibus (5.) 
ad eliminationem unius quantitatis A e duabus aequationibus (12.) reducta est. 
Jam subtrahendo aequationes (12.) obtinemus, suppresso factore a—b, 


1 1 1 1 
(13.) (a+4)(b-++A) rn (a+u,)(b+u,) + (a+u,)(b+u,) + (“+u,)(b+u,) 


et e combinatione salis obvia aequationum (12.) et (13.) haec aequatio 
finalis respectu radicum %,, %,, %, omnino symmetrica 























1 1 1 
(4) aruorm) Tr (a+u,)(b+%,) Tarot) 
1 1 1 











T (arw)(b+u,) T (a+u,)(b-+W,) Tr (a+u,)(b+u,) Zu 


derivatur. Calculo praecedenti igitur nacti sumus 
1 








Theorema I. Designando quantitatem 


1 
(a+u)(ö+%,) Tr (a+u,)(ö+u,) 
characteristica (1,2), inter ternas radices u,, %, %, aequationis biqua- 
Journal f. d.M. Bd. LIll. Heft 2. 20 








152 7. Joachimsthal, de quibusd. aequat. quarti et sexti gradus. 


draticae 





@ ß Bez 
(4) (a+u)? g: (b+u?. 1 


relatio intercedit 
(1) &,9)+(1,3)+(,2) = 0. 


Qua ex aequatione tres aliae, illi (14*.) analogae, permutatione radicum 
deduci possunt, scilicet 


(15.) (2, 4) +(d, 4) + (1,2) =(, 
(15*.) (1,4) +(d, 3)+ (8 4) ar 0, 
(15**) (2,4)+(2,3)+(3,4) = 0. 
Formando combinationem (14*.) -- (15.) = (15*.) + (15**.) prodit alia aequatio 
haud inelegans 
(16.) (1,2) = (3, 4) 


unde fluit 


a A 
(a-+ u)? Tr btw n 





T'heorema 11. Inter quatuor radices aequationis 
valet relatio 
1 Ä 1 1 1 

(a+u,)(b+u,) F (a+u,)(b+u,) .. (a+u,)(b+u,) 1 (a+u,)(b-+u,) 

Cujus theorematis adjumento sex expressiones 
(1,2), (1,3), (1,4), 9,3), (9,4), (3 4), 

quum sit (1,2) = (3,4), (1,3) = (2,4), (1,4) = (2,3) ad tres diversas 
(1,2), (1,3). (1,4) reducuntur quae tanquam radices aequationis cubicae, 
iormae 














U-U-W = 0 
inveniri possunt, ubi A, 4” ipsarum «, f, a, 5b sunt functiones algebraicae 
facili negotio eruendae. 


Observatio. Aequatio fundamentalis (4.) in formam trigonometricam 
redigi potest, ponendo 
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Quae igitur de aequatione biquadratica (4.) supra invenimus theoremata, nunc 
ita audiunt. 


„Inter radices 9, $2, 95, Y, aequationis /sinp-+-mcosyp — sinpcosy 
„intercedunt relationes 


sin (p+ 92) + sin (p, +) + sin (+ Y;) = 0 
9G+tPpR+9p+Y = (?n-+1)n;5 n= num. int.” 


Interprelationem geometricam relationis (14.) infra examinabimus. 


Perinde problema ducendi lineas normales a puncto ($,7,C) ad superficiem 
x* 2 2? 
—t 4-4 
a b c 
a resolutione aequationis sexti gradus 


ag” bin? Be... 
2 (a+ u)” Tr (d+ u)" + (Hu? 1 





sive 


ie 





a ß Y 
AB) far That et 


pendet, ubi brevitatis gratia «, P, y loco ipsarum a&°”, br’, cü” scripsimus. 
Ut proprietates normalium per idem punctum ($,n,{) transeuntium detegantur, 
inter quatuor aequationes 

















Gear Toto) er 

(19) et et era sch 
Gupt; 7 7 re .. 

= 1 





tet 





quantitates «, P, y eliminandae sunt, ita quidem ut aequatio finalis a producto 
differentiarum u —., —.% — U.W% —%.W;—U.U— U, Sit libera. 
Scribendo 


EIETTTIUNENN: De gr ah ale Se is A Se 
2 RETTET EEE EEE EN 
> S a. a Be RS 


(a+u,)(a+ w,)(a-+u,)(a-+ u,) A 
(20.) (b+u)(b+u,)(b-+u,)(b-+u,) B 


(c+m)(c+w)(c+w)(c+Ww) = C 
h 20 * 
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atque statuendo y(a)—=(a-+4)(a-+ u), habetur 


Ya) p(—,) 1 a 
ri. — 1.0, —u, at+u, 














A u, — U, U, 
unde, differentiatione respectu ipsius @ instiluta, prodit aequatio 
’ Ya A—y(a)A y(— u) 1 
(21.) 4? A, FREIE ER (a+u,)” 


Cujus formulae ope, si aequationes (19.) ex ordine factoribus 














Y—u) 9—W) Y(—u,) 
U U U U UM TH UN U U U U, ? 
p(—u,) 
uU U —U U, —U, 
multiplicantur, obtinemus addendo 
x \ ' ! ß \ Y y 
aA EFF - Br Frl! yal} 
u p(—u,) i 





U — U U, U U —U, 


Quum functio 9 secundum gradum non transgrediatur, pars dextra hujus for- 
mulae evanescit; habemus itaque 


(22.) {pa A’—p(a)d}+ BB a MNOI-—gAC = 0. 


Quantilates A et «u, quae in functione  inveniuntur, quippe quae omnino ar- 
r 
B? 
nescant. Quo facto, aequatio (22.) in tres alias discerpitur, 

lad —y(aA—=0, yb)B—yi)B—=0, yet’ —-y()C=O0 


sive in 


j . a ä r a : & 2 
bitrariae sint, ita determinari possuni, ut ipsarum 7: coefficientes eva- 


Re 1 1 1 1 
atı | afu a at a5 





| 














\ 











” 1 1 1 1 1 1 
(23.) b+4 + b+u b-+u, 7 b-+u, % b+u, T b+u, 


1 1 1 1 1 1 
3: — | . 
c+) |! c+u c+u 'c+u, TaLE urn 
Reduximus itaque eliminationem ipsarum «, f, y e quatuor aequationibus (19.) 
ad eliminationem duarum quantitatum A et zw e tribus aequationibus (23.). 














Quae eliminatio, quamvis illa, quam supra (I.) tractavimus, multo complicatior, 
haud ineleganter hoc modo perficitur. 
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Subtrahendo binas aequationes (23.) habemus 
1 1 









































(a-+A)(b+A) T (a+u)(b+u) 
Wr 1 N 1 4 1 1 Bi ;: 
(a+u,)(b+w) ' (a+u,)(b+w,) ' (a+u,)(b+u,) | (a+u,)(b-+w,) 
1 1 
(24.) (d+A)(c+A) Horn (e+u) 
5% 1 " 1 4 1 i ee 
(ö+u)(e+w) | (b+w,)(e+u,) ' (b+u,)(e+u,) ' (b+u,)(c+w,) 
1 1 
(a+A)(c+A) Tieimern 
1 1 1 1 














r (a+u,)(e+u,) Tr (a+u,)(c+w,) + (a+u,)(c+1,) T (a+u,)(c+ w,) 
et multiplicando aequationes (23.) ex ordine per 


1 1 i} 
b—-a.c—a’ ah. a—c.b—c 











atque addendo, habetur 
i 


1 
>. 
25.) GFHOHNerN ! armb+tmletn 
. de 1 
(a+u,) (b+u) (c+w,) ' (at+u,) (b+u,) (c+n,) 
Jam procul dubio lectorem accuratius examinantem non fugit, calculos, 
quorum adjumento ex aeq. (12.) et (13.) quantitatem A eliminavimus, hac 


formula concinne exhiberi posse 
(26.) (+ &4+ 0%; n 5) tt ar . n)— (51, + 52, re N.) 
—= 2/(5,n,+%7,) 


Sin=1, pars laeva in nihilum abit; si autem n— 2, summa ad dextram 
n(n—1) 
2 

















summas binarias ut 5,7, 5.7, continet. 
Est autem formula (26.) prima in serie quadam infinita formularum, 
quarum secunda hoc modo scribi potest: 
(27.) zn 2 —- Zn Enz — Luz HNmF+ Rn 
Bey (nt t+ rktent Sn -+ 510) 
Summae = in membro primo aequationis (27.) r terminos, summa autem in 


n(n — 1)(n—?2) z ' - f 
membro secundo 6 summas partiales senarias continet; si autem 





n—=1, aut n—=2?2, primum membrum evanescit. 








156 7. Joachimsthal, de quibusd. aequat. quarti et sexti gradus. 


Habemus ex. gr. pro n—=3 
3) SHE) tt) tet mt mt 15) 
- MH+m+%) (Si: +5,..+56)— (+ + 5) Sm mt Sn) 
+ 2 (E,nıdı+ 3 nt &,136;) 

== 5% G; + 51N3 C 4 UN C; - 8,36. + N + 53 Na > 
unde fluit aequatio identica 
9) SED - Et mtr 

— (4-+&) (514 522)4 2Sını Ct &n.&) = 0. 


i Eu 


ah ve 


Quibus expositis ad eliminationem ipsarum 4 et « progrediamur. Formetur 
hune ad finem expressio 


1 1 1 1 1 1 
Fre roh a + SE 


1 1 1 | 1 
Gr T reellen (+3) I TE were 


























1 1 1 1 
ir (73 Tr zellen; (e+4) T arnetm) 














tee) 
c+A ! e+u/ \(a+4)(b+)) | (a+u)(b-+u) 
1 1 

19 

| (GrHGFmern ara6tatehm)' 
quae secundum formulam (29.) identice evanescit. Substitutis autem valoribus 
| arum —— - Eu 
summarum "71 21a? Sr 1 wer 
(24). (25.)). obtinemus ope formulae (27.) quaesitam aequationem finalem 
vespeelu radicum %,, %,, %;, 4, omnino symmelricam, quae brevitatis causa 











.„ etc., supra inventis (cf. formulas (23.). 





1 
(30.) 0 — 4 Fe 3ELejeL“) 


seribi potest. Signum = viginti qualuor terminos continet, e termino primo 
1 
(a+u,)(bd-+ u,) (c+ w,) 
nune inventa sunt, hoc modo enuntiari possunt. 
T'heorema Ill. Designando quantitatem 
1 1 1 
(a+u,)(b+u,)(c+u,) r (a+u,)(b-+u,)(c+u,) + (a+u,)(b+u,)(c+u,) 
1 1 





permutatione radicum %,, %, u,, u, deducendos. (uae 











| 1 
! atwbFuetw) ! arwbrwlterw) t Tafw&Fuchu) 
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characteristica (1,2, 3), inter quaternas radices «,, %,, %,, %, aequationis 


1 


& 


A aru®t ur r GERn di 
intercedit relatio 
31) (%3,9-+(,3,4)+(1,2,4)+4(1,2,3) — 0 
Quae propositio illi analoga est quam supra demonstravimus. Similiter, ut sex 
quantitates in (1.) signis (1,2), (1,3), (1,4), (2, 3), (2,4), (3, 4) denotatas 
ad tres diversas reduci posse docuimus, nunc reductionem viginti qnantitatum 
(1,2, 3), (1,2,4)...(4,5, 6) ad decem explicabimus. 
Derivantur mutatione radicum e formula (31.) relationes 
(31°) (2,3,5)+(1,3,5)+(1,2,5)+(1,2,3) = 0 
(31°.) (2, 4, 5) Fr (1,4, 5)-+ (1,2, 9)+ (1,2,4) = 0 
(31°) (3,45)-+(1,4,5)-+(1,3,5)+(1,3,4) = 0 
(31°)  (9,3,4)+(2,3,5)+(2,4,5)+(3,4,5) = 0 
(31°.) (1,2,3)+(1,2,6)-+ (1,3, 6)+(2,3,6) = 0. 
Formando combinationem (31.) + (31°.) = (31”.) + (31°) + (31”.). habemus 
(32.) (1,2,3) = (1,4,5)-+ (2,4, 5)-+ (3, 4,5), unde 
(1,2,3) = (1,4, 6) + (2, 4, 6) F (3, 4, 6) 
(1,2,3) = (1,5, 6) + (2,5, 6)+(3, 5,6), atque similiter 
(4,9,6) = (1,2,4)+(1,2,5)-+ (1,2, 6) 
(4,5,6) — (1,3,4)+(1,3,5)+(1, 3, 6) 
(4, 5,6) —= (2, 3, 4) 4 (2, 3,5) (2, 3, 6). 
Quarum aequationum ratione habita, summa (31.) + (31°.) + (31°.) mutatur in 
(33.) (1, 2,3) AR (4,5,6) — 0. 
Nacti igitur sumus hanc propositionem 
T'heorema IV. Denotando per w,, %, u, tres radices aequationis 


sexti gradus 





a 


ß Y | 
te ee 





aequatio vigesimi gradus, cui omnes valores diversi expressionis 


1 1 1 
Aue: (a+u,)(ö+w,)(c+w,) 7 (a+u,)(b-+u,)(c+w,) r (a+u,)(b+u,)(c+ «,) 

















1 1 1 
+ (a+u,)(b+u,)(c+uw,) n; (a+u,)(b+u,)(ce+w,) + (a+u,)(b-+u,)(c+«,) 


satisfaciunt, potestalibus imparibus ipsius U caret. 
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& & On 
Antequam aequationis generalis I + m = 
1 1 8 (a, + u)” .; (a, + u)” Er (an + u)” 
proprietates deducemus, nonnulla, ne formularum nexus nimis interrumpatur, 
u, addantur. 


de transformatione summae I«,7; :»- 


In. 
Lemma. „Datis n seriebus quantitatum 
Gı 6% 0; 
Pi P: P; 
As de h; 
Be FR 


summa Z4fPrY3 ..:- U, 


„quae 2(@ —1) @—2)... (2 —n--1) terminos continet, ope summarum 





zu, Zu ... ZuB: 


(34.) Zufyı Zah »:. Eid: 


Zar PıYı »-- Mu 
„quarum singulae 2 terminis compositae sunt, exprimi potest, ita ut sit 
(35.) Zu,ßRy... u = J, 


„ubi / summarum (34.) functionem integram denotat. Dicimus insuper, 
„expressionem J pro = n—1 in nihilum abire. 





Quod lemma, facile ad inveniendum difficile autem ad explicandum, cum 
formula de reduclione expressionis Zx)' &,: ...z” ad summas potestatum ra- 


dieum 2,. &%2, ... 7;, si ad modum demonstrandi solum spectas, prorsus con- 
gruit. Evolutio casuum ?—=?2, —3, —=4, quorum priores jam supra indica- 
vimus, bie sufficiet (cf. form. 26 et 27). Habetur 


(26.) Za,ß% on zu, —-zuPßı: 
unde mutliplicando per &y, 


(6) Zu, = Zu ZphZzn—- ZufıZY: 
Est autem 


36) Zus = Zu pyt+zayıat Em fıyı: 
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atque iisdem, quibus formula (26.) demonstratur, ratiociniis 


— Be << e 3 M 
ey ) nn 5 f > > u 


His valoribus in formulis (36.) et (36*.) substitutis, derivatur 
oo» Er n nö Baia  - Er / 5’. + 6 A A ) > Er Er / 
+2 Fa, ßıYı- 
Perinde reductio ipsius Ie«,/,y;0, peragitur. Nam multiplicando aequationem 
praecedentem per I’d,, obtinemus 
38°) II, Zu, ya = Zu ZZ Zynzıh— Zum Eh - Ep zI,LEyo, 
Est autem 


(37**) FI, 2a, Py = Zu, By + FZudıryst Zpıdım ya + ZFydnß;; 


eademque via, quam ad stabiliendam formulam (37.) secuti sumus, invenitur 


zau0hBy = Zu d, EP Zyn— Zund Zßfın— ZPı za yıdı- Ey Ze, ßid, 
+2 80, Pıyıdı 
ZB,0,Y% = zpI En, Zr — ZpıhıFuNM— Er Ep ydı- ya, ßıd, 


+2 Fa, Pıyıdı 
Zyd; = Zydızaua zZ — eydzam fh — En ZA yıdı EP, Zaıyıdı 
1 2 Fa, Pıyıdı- 


Quibus valoribus in (37*.) atque (37**,) substitutis, derivatur 


(38) Zußydı = Zu ZpıFy 20 — Fa, Ep Zydı — En ZyZßd, 
— 2a, 20, EP ı - ZnZIizra,d — ZA FI, FM — EA FyNzZaud, 


+2 80,8, Pıyıdı + 2 EP Fa yıdı + 2 ya, ßıdı +2 80, Fa, ßıYı 
— br, Pıyıdı- 
Si singulae summae Ia,, IP, IYı, Id, quatuor continent terminos, ita ut 
sit Sa, = m +m-+0,--., elc., pars laeva aequalionis (38.), iisdem viginti 
quatuor terminis composila alque determinans systemalis 
bı. On Or. 


- 


Pı Pr Pr PA 


IE TIER 
em 


in eo tantum a determinante differt, quod omnes ejus termini sunt positivi. 

Unde fluit, partem dextram formulae (38.) evanescere si singulae summae 

Zo, IP, Zyı, 0, Ires aut duos contineant terminos, aut modo unum. 
Journal d. M. Bd. LIll. Heft. 21 
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Eodem modo, ope formulae (38.) ad reductionem summae =, P2Y3 048 
adscenditur, et sic porro. 


Formulas speciales (26.),. (37.). (38.) ill. Binet in diario a schola 
Polytechnica Parisiensi edito (Cah. XVI. pag. 285) publiei juris fecit. 
IV. 


Inter (n-- 1) radices diversas %,, %,... %,,, aequationis 2n" gradus 





‘ ur | P RN... —— 
(39.) (a + u)? T (a, + u)” Eicher: (ntu? 1 


manifesto relatio intercedit a constanlibus &,, &, ... «&, libera. Quae ut in- 


veniatur 2 quantilates & inter (a+-1) aequationes eliminandae sunt, quarum 
prima 











[,) (a, Ta T Fa, Deich s E Fur 


brevitatis causa loco totius systematis scribatur. Methodo, quam in art. I. et 
Il. explicavimus, eliminatio ipsarum «&,, &%, ... a, ad eliminationem (n—1) 
quantitatum ©, Ua, ... d,_, e Systemale 2 aequationum 


1 1 1 
a+tv, Tr a,+v, vs a + Un-ı 
1 Ä 1 | 1 Ä 1 
Er atu, | atu, 'afu, fen a, + Unzı 
rind var. 
4 ) a,+v, a,-t%, ' @,-FUn—ı 
(#1. 1 1 
2. ae Hrn a 


























a, een 


ER 
EUER E NGBER u Kalı. ı 7 WE 
Antv, | anto, | Tr Ant+vn-ı 
tn te tat tz 
Ant u, Un+u, a,+ u, An + Unzı 


reduci potest. Quo ex systemate derivantur (a—1) alia, quorum primum 
n(n—1) 
































Eu un aequationes continens ita repraesentari potest: 
(a,+v, . +v,) T (a, +, Te +0,) nr (a, + ern + vn-ı) 
je) ar) jr ara tr KIEIRTE ; 
Ä TEE FRRPK 
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n(n — 1)(n—2) 





secundum autem, aequationes continens, 




















1.2.3 
- .. 4 1 
(a,+ v,)(@, + v,)(@, + v,) (a, + vn-ı) (a,+v,_ı) (a, + Un) 
i 1 
in ara +u)a, +) ET (a, + ur) (a,+n)(a, +.) 
1 








r (a, + ın+1)(a, + n+1) (a, +41) | 
etc., usque ad ultimum systema pervenitur quod unam tantummodo aequationem 
complectitur 


0-1 4 Uni 1 


(Me ” (+0,)(@,+%,)...(un+v,) er Ei (a, +%,)(a,+%,)..-(an+u,)' 








quarum aequationum deductio e systemate primitivo (41.) satis obvia est. Jam 
consideremus summam 1.2.3...(n--1) terminorum e termino primo permu- 
tatione quantitatum %,, %, %;, ... %,,, deducendorum 

1 


2 
(a +u,)(a,+ u,) .-.- (@n+ tn) 
Quae summa secundum lemma in III. expositum tangquam summarum simplicium 





u at, a, +4, RP art, 
ER. = x | 
(45.) , (a+m,)(a,+u,)’ (a, +u,)(a,+u,) (an_ı+u, )\(an+u,) 











U 











Ur 1 


5 I 
u, (a+u,)(e,+u,) ... (a„+u,) 





functio rationalis integra ./ repraesentari potest. Substituendo autem in J 
summarum (45.) valores supra inventos, scilicet summas analogas 


® 








9 1 1 
zarte, : rer De = to, 
g- 1 1 











=> ... 23 
(46) {7 Wro)are) — at)” (Foto) 


Un-1 


< 1 
e; 
, (to) Fo)... (aFo,) 





21* 
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expressio J in nihilum abit, quum expressiones (46.) (n— 1) tantummodo 
terminis constent. Hine prodit 





Theorema V. Designando characteristica (1, 2, 3, ... 2) summam 
1.2.3...n terminorum, qui permulatione quantilatum %,, Ur, Us, ... U, 
’ 1 ‚ a h a a 

e termino derivantur, inter (n--1) radices di- 


(a +u,)(a,+u,)... (4. Un) 


VEerSsas U, U, U, ... %,,;, aequalionis 27” gradus 


a 


‘ 1 | 0, On ER 
(39.) 7 (a, + u)’ + Sr Tara "1 


(a, + u)’ 





intercedit relatio 
(47.) (2,3,4,...n+1)+(1,3,4,..2+1)+(1,2,4,..2+1)+ "+ (1,2,3,..2)=0 


quae aequatio una cum reliquis e (47.) permutalione radicum %,, %,, 


2n.2n —1.2n —2%...n+?2 


Ya ; ART 





U. ... U, deducendis systema 


E magna copia relationum quae a formula (39.) derivantur, nunc unam 
tantummodo eligemus, quae demonstratione muniatur, scilicet sequentem 


(48.) (1,2,3,...n)F(n+1,n+2,n+3,...2n) = (0, 


valente signo superiori vel inferiori prout n par est vel impar (cf. casus 
speciales (16.) et (33.)). Designemus signo [1,2,3,...2,2--1], quod n+1 
indices continet partem laevam formulae (47.), ita ut sit 


| N n--1] = (2, 3,4, ... n- 1)-+ (1.3, 4,...0-+1) + + +(1,2,3. MN). 


Distribuaniur indices 1,2,3,...2r —I, 2n in duo systemata, cujus alterum 
indices 1, 2, 3, ... n; alterum autem indices n--1, n+2, n-3,... 2n 
comprehendat et designetur per A, summa omnium [| ], quae » indices primi 
unum autem secundi systematis, per A, summa omnium [ ], quae n—1 in- 
dices primi, duos autem secundi systematis conlineat, etc., usque ad A, per- 
venietur, qua littera summam omnium [ ] designabimus, quae unum indicem 
primi, 2 autem indices secundi systematis comprehendunt. Jam dico expressionem 











1 2108 9 1.2.3 u, ad 
(3) Aı— n—1 A, hatt An A,+ 7-1" "An 
substitutis valoribus ipsarum A,, A,, ... A, in 


(50.) n!(1,2,3,...2)+ (-1)""(n+1,n+2,n+-3,...2n)} 


abire. Manifesto enim expressio (1,2,3,...n) in n terminis solis, quibus A, 
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composita est, invenitur; scilicet in 


[1,2,...2—1,n,n+1], [1,2,...n—1,n,n-+2], 
[1,2,...2—1,n,n-+3], ... [1,2,...n —1,n,2n]: 


similiter (n+1,n-+-2,2+-3,...2n) in n terminis ipsius A, tantum oceurrit. 
Omnes alios terminos in (49.) se mutuo destruere, hoc modo probari potest. 
Consideremus simplicitatis causa expressionem 


(51.) (1,2,3,..2—2,n+1,n+2,n+3,...n-?). 


quum eadem ratiocinia pro omni expressione () valeant, quae n—: indices 
primi atque 2 indices secundi systematis contineat. Quae expressio (51.). ut 
sine negotio vides, invenitur 


in [1,2,3,...n—,n—i+41,n+1,n-+2,...n-i], 
[1, 2, 3... N —,n—2+2,n+1,n+2,...n-+i]. 
[1,2,3,...2 —,n—?+3.n-+1,n+2,...n-+:]. 


11,2, 3 N, N, n-+1, Nn-;- 2, dan n--2]. 


atque in [1,2,3,...2n—2,n+1,n-+2,n-+3,..n-+i,n-+:-1]., 
[1,2,3,...n—2,n+1,n-+2,n-3,...n+:,n-+:-+2], 
[1,2,3,...2—%,n-+1,n+2,n-+3,...n+i,n-+:+3]., 


[1,2,3,...n—;,n+1,n+2,n+3,...n-i,n-i, 2n]. 


Jam ? expressiones primae seriei ad A, pertinent, itaque in (49.) factore 


+ et Bea multiplicata t; at n—i)e iones seriei 
In Ta a P e sunt; alque ( xpressiones : 
a 2 


;ecundae ad A;,, perlinent, itaque in factorem - — 
; He Dez, TE En Ir... na 








ductae sunt. Est igitur in (49.) coefficiens expressionis (51.) 


1.2...:—1 . BR 


n—A.n—2..n—i+Hl er, n—1.n—2...n—i 








— +li 


Quum autem omnes quantitates [ ] secundum theorema V. evanescant, summa (49.) 
sive summa aequivalens (50.) in nihilum abit. Inde prodit formula (48.) sive 


Theorema VI. Designando, ut supra, characteristica (1,2,3,...n) 





summam 1.2.3...n terminorum X 


ui permu- 
(a,+u,)(a,+%,) -.- (@n+ tn) er 
tatione quantitatum %,, %, ... %, a termino primo derivantur, inter 2n 
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radices %,, %, ... %,, aequationis 
u Le Didi u 
(39.) et (a,tu)’ ' (an+ u)? 
relatio intercedit haecce 
(48%) (1,2,3,...n) = (—1)"(n+1,n+2,n-+3,...2n). 


2.3...20% q 1.2.3... 
21.2.8... Ts. m 


titates (1,2, 3,...) ipsae aut earum PETE inveniri possint. 








ita ut resolutione aequationis 4 quan- 


V. 
Jam methodum a nobis adhibitam cum formula e theoria determinantium 
deducta comparemus. Scribendo 


(a tu). +)... (1 tu.) = A, 
(4, U,) (@,+ %,) ee — 4, 


(a,+ u,) (a, + u,).. (a, + %..) = A, 


habemus *) 








(52.) det. Free (a,+ u)”’ wir (a„+ u)?” | 4,4, 4, ... A, 


mu, u, mu... =Uu,1ı 
ubi 


(53.) V = det. (9, w)’(a+ u)... (a,+u);... (a w’(a+ u)... (a,_,+ u): 
(4-4 u) (+ Wu)... (a,+uN. 


u=WuU, =/IU,, = U, a 4.2; 





Peracta multiplicatione habemus 


(4; . u) (a; + u)” age (a,—+ u) — HIN u + EN . Pas PT a 4 urn 
(a, 4- u) (@; -- u) Ei“ (a, u)’ 7.0) +1P u+ ... - au) pr + urn 


| 


a+u (a. +%u)...(a, tu = A +d ut. II 

(+ Wu (R+%) ...(a,1tuU)(a,+tu) = Wt ud ut... + ur dern” 
ubi quantilates A et « ipsarum 4, @, ... a, sunt functionis integrae. Inde 
sequitur adjumento notissimi theorematis circa determinantium compositionem; 
ut V tanquam summam (2r —1)"(2n-+1) determinantium partialium hujusce 
iormae 





*) Denotatio determinantium, qua utimur, explicatione vix eget. 
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- 


Ü (G, Un Un+1 
u,' u,’ . u ° u, u, 

& &, & & 
U,' U;?° » . . u," er 


(54.)  rdelt. 








[04 (, Un 147) 

U. Un: ER ER U,„rı | 

exhiberi possit, ubi » ipsarum @,, &, ... 4, funclio integra sit. Quum 
autem determinans (54.) evanescal, quoties duo exponenlium &,, &as ... Ey, yyı 


inter se aequales fiunt, determinans V sive (53.) respectu quantilatum %,, 








U, -.. %,,, alliorem ordinem adipisci nequit, quam determinans partialis 
ur! ur ur! ERRAE er urn u; 
hun ee, u ne u, 
det. : 
—1 1 In—3 an—2 „?n 
Mi ar Me u. uU, Unyı 
ı(3n1) tum 
. ri [) . ; ‘ 
functio P igitur (n—1)+n-+ (n--1) ----+ (2n—3) -- (2n—2) - 19 5 


ordinem non transgreditur. Quum autem V productum ex omnibus ipsarum % 
differentiis conflatum contineat, scilicet productum 
(59.) Alu, Ur, Uyy 22. un) (U — U) (U — 5)... (U, — U) (U — Unr1) 
(W— U;) ... (U — U,) (U — U,;ı) 


(U. — u.) (U,_1— %,+ı) 
(u, zug Ur ) 


ordinis est, manifesto poni potest 
MW Fe Ian, ii Ban) Fr 


denotando per V, functionem, quae n?'"" ordinem non transgrediatur. 
Consideremus expressionem supra signo [1, 2, 3, ... 2-1] notatam, 
1 


ar n ans 





seilicet summam 1.2.3...n--1 terminorum qui e termino 


(a, +u,)(a,+u,)... (an + tn) 


permutatione radicum %,, %, %, ... %,,, derivantur. Quae summa manifesto 
U 


A,4,4, ».. An 
Us Urn». %Y,4ı MON minoris quam n 
U—Uzy, ... U, —U,,, non conlineat. Quum autem eliminatione quantitatum « 
e systemate (n--1) ug 





in transformari potest, ubi U est funclio, respectu ipsarum 


?" ordinis, quae factores u, — %. 





(40.) (a, Tup RM (a, Ip? er Te = .. 


vu, =4%, .., En 
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methodo nota aequatio V=0, sive I(u,W2...U,,,)Vı==0,. nostra autem 
melhodo aequalio ÜU=0, obtinetur; expressiones F, atque U, quum posterior 
priorem, quae, ut facile probatur, idenlice non evanescit, meliri debeat, nisi 








faciore a solis quanlilalibus «@,. «&, ... 4, dependenti differre nequeunt. Ha- 
bemus igitur formulam 
a Fa ri 1 | 
a7. det. ; 7 u, IL 
at)? (a, u)” (an+ u)” 
umu, =lÜ,, ee, m. 
—'011,2,3 = gt ba Pal 2 
A a er pp = 

denotando per 0 Tunetionem rationalem ipsarum «,, &, ... 4,. 


vl. 

Quum quinque abhine annis theoremata eaque demonstrandi methodos, 
quae in arliculis praecedentlibus leguntur, invenissem, a determinatione general 
ipsius go propter calculorum, in quos incideram, prolixitatem abhorrui; pro 
casibus autem specralibus n— 2, — 3, qui soli in illis applicationibus geome- 
trieis occurrunt, de quibus postea disseremus, valores ipsius e sine magno 
labore erui poltuerunt. Jam ut de novo quaestionem intacte relictam susciperem, 
theorema pulcherrimum me commovit, a cl’. Borchardt inventum, atque, cum 
luceulenta demonslralione, in commentalione de funclionibus symmetrieis illustri 
Academiae Berolinensi praeterito anno tradita publicatum *). Propositio, inter 


elegantissimas, quae de delierminantibus traduntur, formulas censenda hoc modo 
exhiberi potes! 





et art 
Pin (a+u)”? (a,+u)?’ (an + u)" 








Be 1 1 1 
det. gueiaa —— | 
Uatu’ a,tu an+ u 
vu, =lu,..,=u, 
1 





n % 4 | Zi 
u (a, +u,)(a,+u,) (a„-+%,) (1, 2, 3. n) 


(De vi characteristicae (1,2,3,...n) vide theorema V.). 

Permagna hujus formulae atque relationis (57.) similitudo ad novas 
disquisiliones inslituendas me induxit, et adjumento nonnullorum artificiorum, 
quae olim neglexeram, ad formulam illi (58.) omnino analogam perveni. Quas 
disquisitiones hie addere non inulile fore credo, ne arliculi praecedentis evo- 


*) CE. Relat. menstr. Acad. Berol. pro anno 1855. 








& 
$ 


N 








7. Joachimsthal, de quibusd. aequat. quarti et sexti gradus. 167 


lutiones incompletae maneant; solutionis autem merita, si quae adsint, relationis 
(58.) sagacissimo auctori sunt attribuenda. 
Multiplicando aequationem (57.) per productum (au) (+1) .. 






































(a,+ u,)” atque ponendo deinde u = — a, W = —G%, ... = —a, valor 
ipsius g facile eruitur. Quibus calculis enim pars laeva aequationis (57.) sive 
1 1 a 1 
(a +u)” (,+u,) (a. + u,)” 
r 1 25 ! 1 

det (@, + u,)” (@, + u,)” (@n + ", ’ 
1 1 1 

(a, +u,)” (a, + u,)? (Gn + Un)” 
1 1 IR 1 ' 

(4, + Un+1)” (,+ Un+ı)” (Ant Un+ı)" 

mutatur in 
1 0 N 0 0 
0 1 Tert 0 0 
det. | — 1. 

0 0 Ra 1 0 
1 1 1 1 

(a, + Un+1)” (a, + un+1)? (an + un+1)? 








in secundo membro aequationis (57.) 


A (U. Us. ... U,,ı) =— (U,— U,,ı) (u — U,r1)..:(U,— uU,,.)I (u, U, 5 U;. ... u.)”) 
n (n—1) 


transit in (—1)". (+ %,,1)(@+ %,,1)...(F+u,.,)(—1) ° Ila,@,:..4,); 


(1,2, 3,...n+1] PERRRE E; ER 
atque A, ee ,„ multiplicatione facta, substitutisque valoribus, quos ipsis 





Ui» Up, ... 4, tribuimus, mulalur in fractionem, cujus numerator unitas, de- 
nominator autem 
—= (a— 4) —4;) ... (u —4,) (a-+ U,,ı) 
x — a) m —A;) ... (un — d,)(Q; u. U,+1) 
X (43, — 4,)(d; — 4) » .. (4; — 4,) (4, U,+1) 


x (a,—4a,)(a,—G) . “ (a,— 4,_ı) (4,4 Un+ı) 
n(n—1) 
_—— 1 


in T- 2 
ee 1) I(a, Uyyer» an)” (@, + Un+1) (@, + Un+ı) R. (@n T %n+1) 





u. 


*) In producto differentiarum, quod signo 4 denotamus, singulae differentiae u„— u; 
ita sumendae sunt ut @&< Pß. 
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Quibus valoribus substitutis aequatio (57.) transit in 
1 (—1)” 


—— f} 
S Isa)’ 





unde o0—= (—1)"4(@,@,...4,). 


Hine prodit denique e (57.) 


1 1 1 ! 

( > —— m — . . . mo 4 

(599.) det. Kar u)®? (a,-+ u)” (a„t u)?’ 1 ( 
ul, min. WERL s 





IR User) Alte, , SS | 
1 2 Kuala n 


Simili modo ut supra, videlicet comparatione dimensionum, invenitur esse 








u: 1 1 1 | ou ,U,; +... Unzi) 

KV. det. 1, 00) ie nn ii! 

ut a+tu’ a,+u’ Antw’ i A, 4,4, :-- An 
u=u, =l,, ++. —=U,r1 


ubi 0 ipsarum &, @&, ... a, sit funclio rationalis. Multiplicando aequationem 








praecedeniem per (4 %,)(@+%)... (4, %,), alque ponend = — 4. 
W——4, ... U, — —A,, oblinemus 0—=g = (—1)" S(a,, a,, ... a,), unde 
1 1 1 
61. det. | er *, a z 
(61.) Ia+u’? @,+u’ Ant u 
u=u, =U, =l,, so. =U.r1 


_1y" I, 0. RER 


AA id 





E combinatione aequationum (59.) et (61.) prodit 




















Po | 1 ae (a nr ee Tas | 
= (£ Un U 
(62.) \ “4 5 1 — [1,2,3,...2 +1]. 
t. I - er 1 
.. atu’ @,+u ant+u ” | 
u, ml,=hl,.. =U,j 
Faciendo u,,, — quantilati infinite magnae, aequatio (62.) in relationem a cl. 
Borchardt inventam transit, scilicet in 
Jet ER 1 1 | 
ng; Ka, +)?’ (a,+u)?’ (an+ u)” 
(98.) 73 1 ARE 
gel. | ats’ tu’ 5 mt 
u—u,=U,,..=Uu, 


1 





— (1,2,3,...n) = 


„. . 
(a, +u,)(a,+%,)... (@n + %n) 
Simili modo ut e formula (62.) relationem (58.) deduximus, a posteriori ad 
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priorem caleulo persimpliei perveniri potest. Insuper relationis (58.) demon- 
stratio exstat directa, quae prorsus similibus, atque supra adhibita sunt, nititur 


ratiociniis. 
vn. 
Ad applicationes geometricas transeamus, quae casibus n—?2 etn—3 
respondent. Puncta curvae 3 


1) —+4>-1=0, 


quorum normales per datum puncltum ($,7) transeunt, ut supra vidimus, for- 
mulis data sunt 











)% EN ag FEIERN; bn 
.) : Rn ) b+tu 
littera «, denotante radicem aequationis 
a&” Be 
3.) (a+ u)? r (bu)? ei 


Statuendo porro 2, = an y=orl, etc., aequatio (14.) sive [1,2,3] 0, 





transformari potest in 


(3) aytasytayrasyıtrnytayı = 0. 
Si igitur puncta (2,Yı), (22 Y2), (23Y;) conicae (1.) aequationi (63.) satis- 
faciunt, normales curvae in his tribus punctis erectae per idem punctum trans- 
eunt, sive 
puncta conicae (1.), quorum normales cum normalibus punctorum conicae 
(2ı»Yı)» (22, Y.) In idem punctum concurrunt, in recta 
(64.) ey ty)tyYyatn)tryt+mYı at 
sita sunt. 
Considerationibus geometricis ductus constructionem rectae (64.) hancce 
dedimus (cf. Comment. de normalibus ellipsis atque ellipsoidae, t. XXVI hujus 
diarii). Sit (p,g) polus rectae puncta (#,, Yı), (22, y») jungentis; habetur 














PX; V__ fit 0 EP A WERE 

a + b ME a b ” 

PX; Wr __ Er —__ 

a + b —1, a Tr b =1, 

ergo 

p Ya) 1 Yyayı 
Br ER ’ eng a °P A Fr 
a I Ya —Aryı a 2 Ya —Ka)ı 








ae 
N 


a 
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unde (65.) 
L,Ya Le Yı Yen £ 
sive (66.) 
p— ytayı atque similiter y— tray: 
Yıtyı x, tz, 


Hine prodit theorema sequens, quod-in commentatione supra laudata invenitur: 


Designando per p et g coordinatas rectangulares poli lineae rectae, quae 
ir ’ "2 et EEE: 

puncta A,, A, sectionis conicae a; — 10 jungit, recta er rien 

conicam in duabus aliis punctis A,, A, (sive realibus, sive imaginariis ), 

secabit ita ut normales curvae in punclis A,, A,, A,, h, ductae in eodem 

punclo concurrant. 


R „B 
Jam ad superficiem — -1- Z- + _ —1==0 progrediamur. 


Supponamus a puncto quodam % ad superficiem sex normales ductas 
esse hh,, hh,, hh,, hh,, hh,, hh,. Designando per &, n, & coordinatas 
ipsius 4, per 2, Yı, %, coordinatas puncli %,, quod in superficie ipsa situm 
est, etc. habetur 














a 0 ER ed 
“> 1 De, e ı Tetw’ 
a& bn ec 
2. = - m — 23, = eic 
" atm’ 2” b+u, ’ etw’ 
ubi %,. %,. ... %, sunt radices ang 


ag? cl” A 
(17.) (a-+ u)? in T (EV Zul en 0. 


Quibus valoribus relatio (31.) transit in 


(67.) 2, Y324+ LaYa2s + Bya+ ya myz + XıY2 
4 Yu t Hyatt Byı Ft Byıa Ft Hyız3 + 04Y3 2 
+2 ya Hy + Rat u Yı 93 + 2Y22 
+0 + ya Toy At Roy Ft By a +nY%2% = 0, 
quae est conditio necesssaria (neuliguam autem sufficiens), si normales in 
punclis snperficiei (21, Yıs» Fı)s (Lay Ya5 22), (3, Y35 23), (X, Ya, 2) ductae 
per idem punctum 4 transeunt. Formula (67.) etiam hoc modo enuntiari potest: 








Si normales in punclis (21, Yı, 31)» (72, Ya, 22), (23, Ya, 3) Superficiei 
2 2 2 

A. a 

— tr7%7+—-1=0 in eodem puncio % concurrunt, tria alia puncta, 
d I . C 
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quorum normales per A transeunt, in plano 


(68.) ey astyatyı 3 Fat yı9nFtyY 2) 
+ Ya +3» +1, +, 0 4 23,04 2,01} 
+mytayptaytayıtayt+oyı) 
+ my at stm ya t sy 9 4 Yy2 — 0 
sita sunt. 


Sit (»,9,r) polus plani, tria puncta (©,, Yı> 2,), (&2, Ya, 2). (23, Y;. 25) 
jungentis, habentur sex aequationes 


S 
- 
a 
1. 
- 
































Ber a Aal 
a 1 b + A 1; a Tr b " rl 1. 
rn ie are 
a + b Tr Be: 1; a 12 b + ee 1 
+% m — ae a. a: 
ir * r is; a 1 b 7 Fee 1; 
unde | 
U <n. 
det |i 9, de. ji 2% 2 
1 z 1 1 IM". . 
E— Eine —_— — ur 5 = ; atque dividendo 
a 4 Yı 2 a ar 
dt is, 9%, 2 „ del, 9%, 23 
% Y%y 3% 2, 9 3 
1y 2 ie > 
de.|1 y, 2% det.I|2} y72 2% 
1 2 2 2 | 
pr — Ya 3 KU Ya 3 
| 1 Yyı 2; “ I 2% 
| det:]i 13 22 det. Ir, % 23% 
1 3 I 3 














Generaliter loquendo hic valor ipsius p reductionem non admittit. Substitutis 
autem valoribus 





ag Eee. Bin etc. 


| 
| mr nt : Tr nr. m 
habetur secundum formulam (62.) 
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ı m 
det. 1 y, 2 1 1 
2 det. 1, 5 ; | 
I & (b-+u) (e+u)? ' 
TE 1 i 
Yı 3 det. }1 | 
det. 11, 9, & ’ (b+u)’ (c+w) 
1 PR. u U, =u,, =Uu, 
Ye 
1 1 1 ) 
ben£ .- RS N 
em erwlet) (b+u,)(c+,) + (b+u,)(c+w, u) 
= 1357 Hysz2+ Be Yız + Yız2 + FyY22ı5 
atque secundum (58.), 
ine 
del.i2) v2. 1er. | 1 1 1 | 
ey il _ bee Nato’ GW’ Tee) 
— UDESNS 1 1 1 
LT, Yi , ) | 
u a HOPE 
aet.ix, %, 2 e atu b+u ’ c+u 
2 - R% u—u, =Uu,, mW, 





Pen 


1 
ETEN )(b-+u,)(c+u,) 


| » 
— 2 Ya23 + LıYa %ı7 Yo Yyııt Byı at %Y2, 





ıtaque 
p— - a tat sta tra t+rY 2. 
ya tr ats tr Astra rtY 2 } 


perinde ipsarum g et r valores eruendi sunt. Ratione igitur habita aequationis 





(68.) hanc propositionem nacti sumus: 


‚2 
Sint A,, A,, A, tria puncta superficiei —+3 +. — 0, quorum 
normales in eodem puncto % concurrunt; ss per p, qg et r co- 
ordinatas poli plani %,A,%4,, tria alia puncta 4,, A,, A, superficiei, quorum 


normales per A transeunt, in plano 


sıta sunt. 
Permultas alias propositiones geometricas e formulis praecedentibus deducendas. 
quippe quae a nostro fine alienae sunt, nunc praetereamus. 


Carlottae-fontibus, m. Sept. 1856. 











8. 


Zwei Sätze über Gleichungen mit ganzzahligen 
Coefficienten. 


(Von Herrn L. Kronecker zu Berlin. ) 





I. W enn die Wurzeln einer ganzzahligen Gleichung, in welcher der 
erste Coefficient Kins ist, alle imaginär und ihre analytischen Moduln sämmt- 
lich gleich Kins sind, so müssen dieselben stets Wurzeln der Einheit sein. 


Beweis. Es seien a, 5b, c, ... die Wurzeln der Gleichung: 
F(x) — r" — Ar Br’ — dr” 4 ... - N =0. 
in welcher A, B, ©, ... N ganze Zahlen bedeuten. Da nun die Wurzeln 
a,b, c,... lauter imaginäre Gröfsen mit dem Modul Kins sein sollen. so 


setze man, indem man y—1 mit ? bezeichnet: 


a — 00804 sine, b=cosß-+:sinf, c = cosy -- isiny, 


Alsdann erhält man, wenn die Coefficienten A, B, C, ... durch die Wurzeln 
ausgedrückt werden: 
A c08@ + c0sß-+cosy-+ -- 


B 
Ü 


cos(@a + P)+ cos(e+Yy)-+cos(e + d)-+ --- 
cos(a+ a +7)+ c0s(@+ß+9)+ -- 


II 


Also mufs A gleich einer Summe von n Gröfsen sein, deren jede 
gröfser als —1 und kleiner als +1 ist. Ebenso mufs 3 gleich einer Summe 


Pr i u R . n(a —l)(n— 2) 
von —7-5— solchen Grölsen sein, C gleich einer Summe von J — 


solchen Gröfsen u. s. w. Da aber A, B,C, ... ganze Zahlen sein sollen. 
so sieht man, dafs jeder Coefficient der Gleichung #x)=0 nur eine be- 
grenzte Anzahl von Werthen haben kann; und das Produkt aller dieser An- 
zahlen giebt offenbar die Anzahl aller derjenigen Werthsys/eme an. welche 
den Coefficienten A, B, C, ... überhaupt zukommen können. Hieraus geht 
hervor, dafs es für jeden bestimmten Grad n nur eine endliche Anzahl 
von Gleichungen geben kann, welche die im obigen Salze angegebenen 
Bedingungen erfüllen. 


n(n —1) 
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Die Anzahl aller dieser Gleichungen nten Grades sei r, und es sei 
ferner für irgend eine ganze Zahl A: 
"(2 = (a) — bi) — ch)... 
Dann genügt auch die Gleichung F,(x) =0 allen in dem obigen Satze ge- 
machten Voraussetzungen. Denn erstens sind die Coefficienten dieser Gleichung 


als symmetrische Functionen von a, db, ce, ... offenbar ganze Zahlen, und 
zweitens sind die analytischen Moduln ihrer Wurzeln: 


at — coska + isinko, b*— coskß+isinkß, ct = cosky + isinky, 
sämmtlich gleich Kins. Folglich müssen mindestens zwei unter den Gleichungen: 
F(x2)=0, ARlae)=0, KHa)=d, :-..: ua) 


identisch sein. d. h. es mufs zwei von einander verschiedene Zahlen A und A 
geben, für welche F,(x)—=F}(z) ist. Die Wurzeln der Gleichung F},(z)=0, 
nämlich: a”, 6’, ec”, ... müssen daher mit den Wurzeln der Gleichung F,(2)—0, 
nämlich mit: «a*, b’, ce", ..., abgesehen von der Ordnung, übereinstimmen. 
Für irgend eine Gröfse der ersten Reihe z. B. «* sei nun 5 diejenige 
aus der zweiten Reihe, welche derselben gleich wird, so dafs «* —b* ist. 
Ebenso sei d’—c', c"—=d*, ... Wenn man so fortfährt, mufs man offenbar 
auch zu einer Gleichung kommen, in welcher «a* auf der rechten Seite steht. 


Man erhält also ein System von Gleichungen von folgender Form: 


db, V—d, dad, ... Maid. 
Wird die Anzahl dieser Gleichungen mit « bezeichnet, und eliminirt man aus 
denselben die («—1) Gröfsen: b, e, d, ... m, so erhält man, wie leicht zu 
sehen: 


u__ U 
N 


Da nun, wie oben bemerkt, % und k von einander verschiedene ganze 
Zahlen sind. so zeigt diese Gleichung, dafs « in der That eine Wurzel der 


Einheit ist; und dieses Resultat gilt offenbar für alle Wurzeln der Gleichung 
Fix, —=0(,. da a ganz beliebig unter denselben gewählt worden ist. 


ll. Wenn eine Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten, von denen 
der erste gleich Kins ist, lauter reelle Wurzeln hat, die in den Grenzen — 2 
und — 2 liegen, die also durch 2cose, 2cosf, 2cosy, ... dargestellt werden 


können. so stehen die Winkel «, 9, y... sämmtlich in commensurablem Ver- 
hältnils zu einem Rechten. 














str 
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Beweis. Es sei D(y) = 0 eine Gleichung von den angegebenen 
: Eigenschaften, und 2cosa, 2cosf, 2c0sy, ... die Wurzeln derselben. Wenn | 
i man nun den Grad von $&(y) mit v bezeichnet. und man setzt: 


ar, &(x 4 —) —= Fr 


so ist #2) = 0 offenbar eine Gleichung, in welcher alle Coefficienten ganze 
Zahlen sind und der erste derselben gleich Kins. Ferner sieht man leicht, 
dafs die Wurzeln dieser Gleichung: 
cosa+tisine, cosß+:sinf, cosy+ısiny, 

sind, also lauter imaginäre Gröfsen mit dem Modul Eins. Somit genügt die 
Gleichung Fix) = 0 allen in dem obigen ersten Satze aufgestellten Bedin- 
sungen. und durch Anwendung desselben ergiebt sich, dafs die Wurzeln: 
cosat?sine, cosß+t?sinf, ... sämmtlich Wurzeln der Einheit sein müssen; 
ein Resultat, aus welchem die zu beweisende Eigenschaft der Winkelgröfsen 
0, P, Y; ... unmittelbar hervorgeht. 
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9, 
Über complexe Einheiten. 


(Von Herrn Kronecker zu Berlin.) 








Ei: ist von Herrn Kummer zuerst gezeigt worden, dafs, wenn 4 eine 
ungrade Primzahl ist, jede complexe Zahl, welche aus Wurzeln der Gleichung: 
x’ — 1 gebildet, und deren Norm gleich Eins ist, durch Multiplication mit 
einer dieser Wurzeln reell gemacht werden kann. Die dabei von Herrn 
Kummer gegebene Beweismethode dürfte indefs kaum zu einer Anwendung 
auf den Fall geeignet sein, in welchem 4 eine beliebige zusammengesetzte Zahl 
ist. Ich werde nun im Folgenden mit Hülfe ganz andrer Prinzipien die 
analoge Eigenschaft der complexen Einheiten für diesen allgemeineren Fall her- 
leiten; eine Eigenschaft, die noch dadurch ein besonderes Interesse erhält. 
dafs die Kenntnifs derselben bei der Anwendung der Theorie der complexen 
Zahlen auf algebraische Untersuchungen als unumgänglich nöthig erscheint. 


Bezeichnet man mit n eine ganze Zahl, welche entweder ungrade oder 
durch 4 theilbar ist, und mit «a, d, e,.... alle diejenigen unter den Zahlen 
2.3. 4,... »—1, welche relative Primzahlen zu n sind, so sind bekanntlich: 
w, 0°, w, w“,.... die sämmtlichen primitiven Wurzeln der Gleichung: «"—1, 
wenn w irgend eine derselben bedeutet*). Ferner sind in der Gleichung: 


(1.) (To) (2 — we) —- ww) —w)... —0 


die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von «x sämmtlich ganze Zahlen. 
und es folgt hieraus, dafs jede ganze symmetrische Function der Gröfsen 
w, @, @°, .... mit ganzzahligen Coefficienten, einer ganzen Zahl gleich ist. 
Endlich erinnere ich noch daran, dafs die Gleichung (1.) (wie ich in einem 
im 19ten Bande des Zaouvilleschen Journals abgedruckten Aufsatze bewiesen 
habe) irreductibel ist, und dafs daher jede Gleichung, welche aufser ® nur 


*) Der Fall, wo x» = 2m und m ungrade ist, wird deshalb ausgeschlossen, weil 
für solche Werthe von » eine primitive „te Wurzel der Einheit sich auf eine primitive 
mte Wurzel der Einheit, mit negalivem Vorzeichen. genommen, reducirt; so dafs also 
in diesem Falle die aus Wurzeln der Gleichung: x" =1 gebildeten complexen Zahlen 
stets als solche betrachtet werden können, welche aus Wurzeln der Gleichung: x" =1 
zusammengesetzt sind. 


ee 








TRETEN. Mi 











3 
z 
3 
% 
; 
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ganze Zahlen enthält, noch gültig bleiben mufs, wenn für die Gröfse w irgend 
eine Potenz derselben substituirt wird, deren Exponent relative Primzahl zu x ist. 


Dies vorausgeschickt, können nunmehr die üblichen Benennungen und 
Zeichen ohne Weiteres auf die aus nten Wurzeln der Einheit gebildeten com- 
plexen Zahlen übertragen werden. Wenn nämlich f(w) irgend eine solche 
complexe Zahl d. h. eine ganze ganzzahlige Function von w ist. so sollen: 
f(w), f(w°), f(w’)... ‚die einander conjugirten complexen Zahlen” heifsen, 
und das Product derselben soll ‚die Norm” von f(w) genannt und mit: Nf(w) 
bezeichnet werden. Diese Norm ist, weil sie die Wurzeln w, »°, w’, . 
symmetrisch enthält, eine ganze Zahl. Ferner sollen diejenigen ganzen com- 
plexen Zahlen, deren Norm gleich Eins ist, ‚„complexe Kinheiten”, und die 
einfachsten unter denselben, nämlich: 


+1. to, +0, +0), :.., to” 
„einfache Einheiten’ heifsen. 
Wenn nun E(w) irgend eine complexe Einheit bedeutet, so wird das 
in Bezug auf w, w“, w’, ... symmetrische Produet: 

(1.) (e.Elw)— E(w")) (x. E(w") — E(w""))(2.E(w’)— E(w))... 
nach Potenzen von .x entwickelt, offenbar eine ganze ganzzahlige Function 
von x ergeben, in welcher der Coefficient der höchsten Potenz von x die 
Norm von K(w) also Eins ist. Bezeichnet man diese Function oder. was 
dasselbe ist, das Product ( II.) mit #'(.r), so sind: 


E(w-!) E(w“) E(w°) 
kE(o) E(w‘) ’ E(wo®) " 








die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung: F'{x)=0; und da die analytischen 
Moduln aller dieser Wurzeln gleich Kins sind, so erfüllt, wie man sieht, die 
Gleichung: F'(x)—= 0 alle Bedingungen des ersten der beiden Sätze, welche 
ich in der vorhergehenden Abhandlung bewiesen habe. Es mufs daher eine 


ganze Zahl m geben, für welche 





E(w-!) \” 

( En) 1 
ist. — Wenn man nun mit g irgend eine primitive Wurzel der Gleichung: 
c”'"—1 bezeichnet, so läfst sich bekanntlich jede te und jede nte Wurzel 
der Einheit als Potenz von oe darstellen. Es sei demnach go” diejenige mte 

E (w!) 





gleich wird, so dafs: 
23 * 


Wurzel der Einheit, welcher Ei) 
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(IL) E(w") = 0.E(w) 
und es sei ferner & = e% also: 
E(0") = 0. Ele). 

In dieser Gleichung kann — wenn das, was ich oben über die Eigenschaften | 
der Gleichung der primitiven nten Wurzeln der Einheit gesagt habe, auf die | 
primitiven Wurzeln der Gleichung: x”'" = 1 angewendet wird — für o auch | 
go” gesetzt werden, sobald r relative Primzahl zu m.n ist. Wenn dies ge- 
schieht, und alsdann für o* wieder w eingesetzt wird, so erhält man: 


E(w”) = 0". E(w'). 
Die Gleichung (Ill.),. zur rten Potenz erhoben, giebt aber: 
E(w") = 0"".E(w) 
und die Combination der beiden vorstehenden Gleichungen: 
(IV.) Ew).E(w") —= E(w”).E(w)' 


welche Gleichung, wie ich nochmals erwähne, für jede Zahl r gültig sein 














mufs. die relative Primzahl zu m.n ist. 


Bezeichnet man nun mit u den gröfsten aller derjenigen Divisoren von 
m, welche relative Primzahlen zu n sind (so dafs also auch «= 1 sein kann). 
so ist leicht zu sehen, dafs die Zahlen u—n, u+n und, wenn n grade ist, 
auch «+ 2n relative Primzahlen zu m und n sind. Man kann also in der 
Gleichung (IV.) für r diese drei Zahlen nach einander einsetzen und erhält 
dann, wenn man berücksichtigt, dals »*"", “+”, &“+"" sämmtlich gleich »“, 


und w“+", @=#", @#=?" sämmtlich gleich &”* sind: 
E{w"). E(w!y” E(o+).E(wf 
E (w#“) ‚E(oy" urn 


Nr —u E 
(wr).D(w) 
E(w*) E(o-1yt” —— E(0-").E(w\“*” 


4 


\ 


Die letzte dieser drei Gleichungen gilt aber nur, wenn n grade ist. Dividirt 
man dieselbe durch die zweite. so erhält man für diesen Fall: 


E(wo\" — E(w)" 


und wenn man die Wurzel auszieht: 


(V.) Ev) = o*.E(w) 


wo %k eine ganze Zahl bedeutet. Ferner erhält man für den Fall, wo » un- 
grade ist, indem man die zweite jener drei Gleichungen durch die erste 
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dividirt: 
E(o)" "u: E(o)" 
und wenn man die Wurzel auszieht: 
(VL) Ew) = +tw*.E(w) 

wo A eine ganze Zahl ist. Man sieht also, dafs, sowohl wenn n grade 
als wenn es ungrude ist, jede aus nten Wurzeln der Kinheit gebildete 
complexe Einheit, durch die reciproke dividirt, als Quotient eine einfache 
Einheit ergiebt. 

Mit Hülfe dieses Resultats läfst sich nunmehr folgender Satz beweisen: 
„Jede complexe, aus Wurzeln der Gleichung x" —1 gebildete Einheit 
„kann durch Multiplcation mit einer Wurzel der Einheit reell gemacht! 
„werden. In dem Falle, wo n die Potenz einer einfachen Primzahl ;st, 
„send die nten Wurzeln der Kinheit selbst hierzu im Allgemeinen er- 
„forderlich und stets ausreichend. Enthält aber die Zahl n verschiedene 
„Primfactoren, so bedarf man, wenn n grade ist, noch der 2nten, und, 
„wenn n ungrade ?st, noch der Anten Wurzeln der Einheit.” 


Ich werde zuerst darthun, dafs in den drei unterschiedenen Fällen die 
erwähnten Arten von Wurzeln der Einheit im Allgemeinen erforderlich sind. 
Zu diesem Behufe werde ich für jeden der drei Fälle eine spezielle Einheit 
e(w) angeben und in Bezug auf diese zeigen, dafs eine Wurzel der Einheit v, 
für welche v.e(w) reell wird, nicht zu einem kleineren Exponenten als resp. 
zu n, 2n und 4% gehören kann. 

Im.ersten Falle, wo n eine Primzahlpotenz ist, nehme man für eiw 
die complexe Einheit: 1+0-+-@’+... +0". Wenn nun v.e(w) reell sein 


soll. so mufs offenbar: v.e(w) = v”-'.e(w') sein, also: 


fa-i 
Setzt man hierin für e/») und e(w”') ihre Werthe. so erhält man: 
ei 
woraus unmittelbar hervorgeht, dafs keine niedrigere Potenz von v als die nte 
gleich Eins werden kann. 


In den andern beiden Fällen, wo n verschiedene Primzahlen enthält. 
ist, wie leicht zu sehen, 1— w eine Einheit. Soll diese nun durch Multiplication 
mit einer Wurzel der Einheit ® reell werden, so mufs: #. 1— wo) =r'.(1—w”') 
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sein. also: 

2 | 
Für ein grades n wird: (—-w"')"—1, also v"—=1, und es ist dies auch 
offenbar die niedrigste Potenz von v, welche gleich Eins wird, weil sonst 
auch eine niedrigere Potenz von (— w') als die nte gleich Köns werden 
müflste. Wenn aber n ungrade ist, so ist klar, dafs erst die 2nte Potenz 
') gleich Eins wird, dafs also, da "= — w' ist, erst die Ante 


— 


Potenz von v gleich Kins werden kann. 


von (— w” 


Ich werde nunmehr zweitens zeigen, dafs die in dem obigen Satze 
angegebenen Arten von Wurzeln der Einheit stets ausreichend sind. um durch 
Multiplication mit denselben jede complexe Einheit reell zu machen. Zu diesem 
Zwecke werde ich der Reihe nach beweisen, dafs 

1, wenn n grade ist, stets Wurzeln der Gleichung: x" —=1. aber, 
wenn es eine Potenz von 2 ist, schon Wurzeln der Gleichung: x" —1 
ausreichen, und dafs 

2, wenn n ungrade ist, stets Wurzeln der Gleichung =” —=1, aber, 
wenn es Primzahlpotenz ist, schon Wurzeln der Gleichung: =" = 1 
ausreichen. 

Es erschöpft dies offenbar alle in dem Texte des zu beweisenden Satzes 
angegebenen Resultate, die ich aber dort um der bessern Übersichtlichkeit 
willen theils zusammengefafst, theils anders angeordnet habe. 

1. Die Gleichung (V.), welche sich für jede Einheit E(w) als noth- 
wendig ergeben hatte, wenn rn ungrade angenommen wurde, läfst sich offen- 
bar in folgender Form darstellen: 

k h 
(VI) o ?.E(w-) — w’E(w) 


Hieraus ersieht man sofort, dafs in dem vorliegenden Falle, wo n grade ist, 
k 

stets eine Wurzel der Einheit: »° d.h. also eine gewisse Wurzel der Glei- 

chung: x°”"—1 ausreicht, um durch Multiplication mit derselben eine Einheit 


E(w‘ reell zu machen. Die Gleichung (VII.) zeigt aber ferner, dafs schon 


s En EEE 
eine nie Wurzel der Einheit ausreicht, wenn der Exponent > eine ganze 


Zahl, also wenn Ak grade ist. Dies mufs nun stets der Fall sein, wenn n 
eine Potenz von 2 is. Wäre nämlich in diesem Falle k=2h —1, so hätte 
man die Gleichung (VII.) in folgender Form: 


w.w",E(w' 


) = w*.E(o) 
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also: 
w. E(w)— w*.E(w) = (1—w).w”. E(w*) 

Diese Gleichung kann aber nicht stattfinden; denn wenn man auf beiden Seiten 
die Norm nimmt, so erhält man, da die linke Seite offenbar durch (w”'! — w) 
theilbar ist, als Norm derselben ein ganzes Vielfaches von: N(w' — w) 
d. h. von 4, während die Norm der rechten Seite nur N (1— w) d.h. gleich 
2 wird. 

2. Die Gleichung (VI.) welche sich für jede Einheit &{w) als noth- 
wendig ergeben hatte, wenn n ungrade angenommen wurde, lautete: 


E(o') = +w*.E(w) 
Diese Gleichung verwandelt sich, wenn man eine Zahl k durch die Congruenz 
h=?rk (mod.n) bestimmt, in folgende: 
(VII) w’.E(w") = +ow*.E(w) 


* oder mit &'.y—1 multi- 


Hieraus ergiebt sich, dafs K(w) entweder mit 
plieirt reell wird, also, dafs für ein ungrades n allemal eine Wurzel der Glei- 
chung: x" —= 1 ausreicht, um durch Multiplieation mit derselben eine complexe 
Einheit &(w) reell zu machen. Die Gleichung (VIII.) zeigt ferner, dafs. 
wenn auf der rechten Seite das obere Zeichen gilt, schon eine Potenz von 
co d. h. eine nte Wurzel der Einheit ausreichend ist. Diefs ist stets der Fall. 


wenn n eine Primzahlpotenz: p” ist. Denn wäre alsdann: 
o*.E(w') = — w*.E(w) 
so würde die Gleichung: 
w*.E(w)— w*.E(w') = 2w*.E(w) 

unmittelbar daraus folgen. Diese Gleichung kann aber nicht stattfinden; denn, 
wenn man auf beiden Seiten die Norm nimmt, so erhält man, da die linke 
Seite offenbar durch (o— w') theilbar ist, als Norm derselben ein ganzes 
Vielfaches von N(o®— w') d. h. von p, während die Norm der rechten Seite 
nur einer Potenz von 2 gleich wird. Da aber » eine ungrade Primzahl .be- 
deutet, so ist dies unmöglich. 

Hiermit ist der über die Realität der complexen Einheiten aufgestellte 
Satz in allen seinen Theilen bewiesen. 
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10. 


Kixtrait d’une lettre deM.C. Hermite aM. Borchardt 
sur le nombre limite d’irrationalites auxquelles se 
reduisent les racines des @quations A coefficients 

entiers complexes d’un degre et d’un 
diseriminant donnes. 





P ermeitez moi, en conlinuant en quelque sorie, ce que je Vous ai 
eerit au sujet de la determination des racines imaginaires des @quations al- 
vebriques. de Vous eniretenir des questions arithmetiques aux quelles je son- 
geais, lorsque chemin faisant, j’ai Ele ainsi amene aux Iheoremes de M. Cauchy 
et de M. Sturm. ÜCes questions arithmetiques avaient pour objet la theorie 
des nombres complexes, el en parliculier l’etude des formes decomposables 
en facteurs lineaires, lorsque les coefficienis sont des entiers de l’espece 
a—by—1. Pour le cas des entiers r&els, la reduction des formes quadratiques 
definies, avail ele comme Vous savez l’instrument analylique que j’avais sur- 
tout mis en oeuvre, mais pour passer de la aux nombres complexes, il fallait 
a ma melhode une modification que j’ai ei& bien longtemps ä decouvrir. Ü’est 
le hazard en effet qui me l’a donnee, en trailant de la decomposition des 
nombres en qualre carres, sous le point de vue que j’ai indique dans le 
tome 47 de ce journal. Je vais essayer de Vous en donner une idee precise, 
en demontrant ce theoreme que j’ai eu deja occasion d’enoncer dans une note 
de mon travail sur la theorie de la transformalion des fonctions Abeliennes, 
savoir: Les racınes de toutes les equations a coefficients entiers complexes, 
d’un deyre donne, el pour lesquelles le discriminant (deteriminant de Gauss) 
a la meme valeur, ne representent qu’un nombre essentiellement limite 
d’irrationalites distinctes. J’aurai pour cela, deux points prineipaux ä etablir. 
Le premier consiste dans la theorie arithmetique de la reduction de ces formes 


quadraliques a indeterminees imaginaires conjuguees que j’ai fait servir ä la 
demonstralions du theor&eme de M. Cauchy. En designant par x, y,2,...v, 
n—- 1 indeterminees imaginaires, et par 2, Yos Zus --. ®, leurs conjuguees 
respeclives, elles sont comme Vous savez definies de cette maniere: 
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[ > Ton CH my Ft 2-44 M,,®) 
+ Yıl'uc +4, „y+ 42244 4,,„®) 
4 ae ae a ee Fee 
4 v(4,00 + 4,1ıY+ 4,224 . 4,,n®) 
avec la condition que «,,, et a, , seront des quantites imaginaires conjuguees. 
En mettant en &vidence tant dans les coefficients que dans les indeterminees, 
les parties reelles et les coefficients de Y—1, la forme f, sera si l’on veut un cas 
parliculier des formes reelles a 2n +2 indetermindes, mais qu’on traite grace au 
jeu des quantites imaginaires, par les procedes essentiellement propres aux formes 
a n--1 indetermindes seulement. Sans insister d’avanlage sur celle consi- 
deration que j’ai developpee ailleurs dans le cas de n— 1, j’enoncerai les pro- 
positions alg&briques suivantes, qui si simples qu’elles soient, doivent &tre au 
moins indiqu&es pour ne rien omeitre dans l’enchainement des idees. 
1°. En faisant dans f, la substitution: 
z—=aX-+«Y-+.. 40V = KhtmlYot tel V, 
— BX+ BY +... + BOY yo BX+ Ft +BOV, 
Sı2 A 7 no. ty V S, RR“ +57 


Bm AA "Y4 EI + amy V, RT m Ai Er + my, 
ou, a et &,, A et Au, etc. sont des quantites imaginaires conjuguees, on aura 
une !ransformee de meme nature: 

F = A,(A,, oA+ 4A, ,Y-- A,.Z+' .-- A,.V) 
2. En Ki ARE "= * ah 
+ 
I v.CA, „x A, ıYı 4.24. EN 12 
de sorie que, A,, et A, seront comme a,,, et a,, des quantites conjuguees. 
2°. Soient D, d, w, w, les determinants des systemes suivanis: 


A, A,,1 ee Av,n 4,0 di Ay,n 
D— A, A, ee 7: FOR = do U +++ An 
A,o 4, ei A,.n dn,0 d„,ı dee Un,n 

ee We N: a 

(n) Aw 

. . e 0 ” * . 
vw = P P P WW, = Pi 0 
h Yu . ® . m) Ay Au ” . . 1 


Journal f. d.M. Bd. LIII. Heft 2. 24 
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on aura l’&quation D= dww,, d’oü resulte que d peut öire regard& comme 
l’invariant de la forme f 


En vue de la theorie de la reduction, j’ajouterai cette remarque, qu’en 
posant: 


d If 
za. HH —yby+ bet 40,0) 
Haulbuytbas + 46,0) 


-- v,(b, ıYy + b,,22 Z. vr -- b,n®) 


ou b,, = 4M,04,,— 4,,04,, on obtient une forme aux indeterminees y ei yu, 
z et 2%, ... vet v, qui est un covariant de f, relativement ä la substitution 
(5, 8,) quand on y suppose 1, P=0, y=0,...4=0. Et si l’on 

a), D. Cela pose, je vais etablir 


qu’etant donnee une forme f definie, on peut trouver pour les coeflicients de 
la substitution IS, des nombres entiers complexes, dont le determinant » soit 


appelle D' l’invariant de g, on aura D’= 


un, et tels que dans la transformee FF), on ait: 
n(n-+1) 
BI Tu TB 

Ce sera cette transformee que j’appellerai reduite. A cet ellet, je considere 
l’ensemble des formes deduites de f, par toutes les substitutions (SS, S,) a coef- 
ficients entiers complexes et au determinant 1. Je distingue ensuite dans ces 
transform6es, celles ou le coefficient de AA, est le plus pelit possible. Parmis 
ces dernieres, je dis qu’il en existe une que je en ainsi: 


Fo no A,(A, 0oA-+ A, ‚Y-+ + + A,V 
ET KH AuYd a 





+V,(4,,X- A,, Fa .+ A,, 


et remplissant ces deux conditions, premierement que je‘ win 


rn — Y,(B,,Y+B,.2Z+.-1B,V 
+Z,B,,Y+B,,2-+ in 
- re EEE ET oo... 
+V,(B,,‚Y+B,,2-+ iR: B, ‚n 
soit reduite dans le sens propre aux formes a n paires d’indeterminees, se- 
condement, que les parties reelles et les coefficients de y—1 dans les di- 
verses quantites A, „ soient moindres que la moiti& du coefficient minimum A,... 





G= Aw F— 


0, 1 


A EEE Be 











I enine 


RR nn 


n 9, 
en pe Dear 








i 
4 
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En effet, en faisant dans #\, la substitution: 


unit nn + n3 + +19 L=u.tmyg, 3, + + 1,d, 
BEE ! ! 
Y= m’ k, tn’ h) + & .-r v Y,= my +1, + "DR FH vv, 
v ng 7 „ „ 
A m”y -n” . 4- u +r" v Z, In m, y, + N, du + ge +r,9, 
V= my r R it“ + r(’y V, FR my, + rt Er, it vd, 


on trouvera une transformee %, dans la quelle le coefficient de xx, sera encore 
AS dR 
(d’apres ce qui a ete dit tout-a-l’heure) la transformee de @ par la substitution: 


7 ! ! ! F 4 ! ! | 
Y= m ’ fe 8 + FR + v Y, - m,y ei N, 30 FT. ze 1, 
Z=m”y 7 nz u +19 z, —=nYy tm, -+ Be 


A, et oü la forme & analogue ä @, savoir G— 4A, — sera 


V—m"y ar ER .Lrmy v—mng nm te. try 
Mais cette ut est la plus generale entre les r» paires d’indeterminees 
conjuguees, et peut &lre employee A reduire la forme G; on voit donc bien 
qu’on peut admettre dans l’ensemble des formes dont j’ai parle, l’existence 
d’une transformee remplissant la premiere des conditions enoncees. Quant ä 
la seconde, on y satisfait a l’aide des entiers complexes m, n, ... r, qui 
restent jusqu’iei arbitraires; en designant en effet pour un instant par a, „les 
coefficients de % qui correspondent ä A,,„, on a les relations: 


u = mA, ‚+ m’d, tr m’A, + en + mA, n 
u — nA,t+ WA, + P ” n”) ei 


nn = EN or v "A, 1 + "A, 2 ibn. Air oA, n 


et on voit qu’on peut determiner les entiers complexes, m, n, ... tr, de ma- 
niere que la partie reelle et le coefficient de y—1 dans a, Ay2s «.. Mn; 
soient au dessous de 44,,. Admettant donc l’existence de la forme F', rem- 
plissant les deux conditions precedentes, nous allons supposer que la relation 
(a.) soit vraie ä l’egard des formes reduites contenant n paires d’indeterminees 
et nous en conclurons qu’elle a lieu necessairement dans les formes qui en 
renferment n--1. Elle se trouvera ainsi &tablie dans toute sa generalite 
puisqu’elle a lieu comme je l’ai fait voir ailleurs (dans ce Journal T. 47) 
pour n—=1. A cet eflet j’observe que les coefficients de la forme @, ayant 
pour expression generale B,,—= A,A,,— A.,A,,; on trouvera lorsque 
24* 
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les deux indices sont &egaux B, „= A, A,,.— Au, Au. de sorte que ces 
quantites peuvent alors Etre regardees comme les invariants de formes quadra- 
tiques a deux paires d’indeterminees (A, u, A„,o» Au,u, Au,.) formes qui seront 
definies et reduites. Definies car nous avons suppose f et par suite F' elle 
möme definie, et reduites, par ce que le coefficient minimum A, Sera au 
plus egal a A,,„, et que la partie reelle comme le coefficient de y—1 dans 
A4,,, sont au dessous de la limite 4 A... Donc d’apres ce que j’ai &tabli dans 
le memoire precite, on aura: 
A,0A,,. 2B,, u 
et par suite: 


n 
A, A,.ı Ar: ... I na a B,.B:; ... B, n*® 


Mais en admettant la relation (@) pour les formes reduites @, qui contiennent 
. . r E r [) u nl 
n paires d’indeterminees et dont l’invariant est A,,D, on aura: 


n(n—1) 


—_ 


Pe 2 n—1 
B,.ı B, Yen» BE. <2 A, D 


or on en conclut apres avoir multiplie membre a membre par l’inegalite pre- 


‚ . , —1 
cedente, et supprime le facteur Ayo: 


AuAyı A.» A, a <2 ° D 
C’est ce resultat qui tout-ä-l’heure me servira de base pour la iheorie de la 
reduction des formes decomposables en facteurs lineaires, et qui sont ä coef- 
ficients et indeterminees complexes. Mais j’indiquerai d’abord la consequence 
suivante qui s’en tire immediatement. 

Concevons qu’en vue de la theorie des formes f telle que je l’envisage 
ici, on modifie l’idee arithmetique de classe, de maniere ä designer ainsi 
l’ensemble des transform&es deduites d’une forme donnee, par ces substitutions 
speciales, (8, S,) lorsqu’on attribue aux coefficients, touts les systemes de va- 
leurs entieres complexes, pour les quelles le determinant ®==1, on aura 
ce iheoreme: La totalite des formes de la meme expression analytique 
que f, lorsyqu’on les suppose definies, el a coefficients entiers tan reels 
que complexes, ne represente pour un invariant donne, qu’un nombre 
essentiellement limite de classes distinctes. Effectivement, dans la reduite F), 
touls les coefficients r&els A, sont limites en vertu de la relation (@) et les 
modules des coefficients imaginaires A, le sont par la condition 


AuunA,,— Au» A,,u > 0 


qui resulte comme on le voit immediatement de ce qu’on suppose F' une forme 
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definie. On n’aura donc pour une valeur donnees de l’invariant qu’un nombre 
limite de reduites, et par consequent un nombre limit de classes. 

Je passe maintenani au second point qui me reste ä traiter pour arriver 
a mon theoreme. 

Soit g une forme ä ”% indelerminees imaginaires, x, Yy...u, a coef- 
ficients complexes, et decomposable en » facteurs lincaires, savoir: 


I4= ur -+ay+.. u" ”u 
B— be-by-t.. 10 du 
L = la Ty-.. 4 0 dy 


de sorte qu’on at =AB...L. Ces quantitess A, B,.... L, ne se trou- 
veront point completement determinees par la forme donnee Y, car il est clair 
qu’on peut multiplier par un facteur constant chacune d’elle, pourvu que le 
produit de touls ces facteurs constants soit l’unite. J’observe cependant que 
le determinant 4, relatif au systeme de ces fonctions linsaires, ne subira aucun 
changement par l’introduction de ces multiplicateurs arbitraires. car en rem- 
placant A, B,... L, par 44,6B,... £,L le determinant relatif aux nou- 
velles fonctions sera 44,...£,4, ei on doit faire comme nous l’avons dit: 
tıt,...1„==1. Nous pouvons donc desormais, regarder 4, comme absolument 
determine par la forme proposee 9. Cela pose, j’introduis encore les facteurs 
lineaires conjugues de 4, DB, .... L, qui seront en suivant la notation deja 
employee: 

a a8, % ar Be + ee u, 

B, = b, + Yo Duo, 


L rr 7, + N rt ID, 


et dont le determinant sera rc; par 4,. Puis je compose avec ces deux 
groupes de fonctions, la forme quadratique suivante, de la nature de celles 
qui nous ont occup& prec&edemment, savoir: 


f Runen AA, -, BB, +. --LL, 


Cette forme dependra essentiellement, des multiplicateurs arbitraires que l’on 
peut introduire dans les fonctions lineaires, A, B, etc., mais quelque soient 
ces multiplicateurs, son invariant D sera la quantit@ entierement connue 
D=44,, de plus elle sera toujours definie, et on pourra lui appliquer la 
methode de reduction expos&e plus haut. Concevons donc que pour un systeme 
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determine, des facteurs lineaires, A, DB, ... L, on ait obtenu la substitution 
propre a ellectuer cette r&duction, et que je continuerai de representer: par 
la notation (9, 8,). En effectuant la partie de cette substitution designee par $, 
dans A, B,... L, je supposerai qu’ils deviennent: 

A = uA-+-dY +. Lat U 
BAY +... Abe DU 
t= IA-T1Y-+..-- [U 


tandis que par la substitution S,, les facteurs conjugues A,, Bu. ... Lu, se 


& 
| 


changent en: 





A, A,+ | aY, jr + NR, 
N ! 7” n—1) ] ? 
B, + EN + b; U, 
& . [ AI, u, a Aue er 7 re U. 
De la resultera pour la transformee de y, par la substitution I; l’expression: 


P—=AU.DB...L, el pour la transformee reduite de f, par la substitution (8, $,) 
la suivante: 

F = AU+BB,+ 42%. 
Gela etant, je vais demontrer, qu’en supposant la forme donnee y, ä coef- 
ficienis enliers complexes, et irreductible, dans ce sens que l’equation = 0, 
n’admeite d’autres solutions entieres que 2=(, y=(, ... u—(, les coef- 
ficients de &, qui seront aussi des entiers complexes, auront tous des valeurs 
finies et limitces par l’invariant D—= 44,. 
Soient ä cet eflet, 0, 0, ... O,_1, les coefficients de XX . YY,, 
dans la forme reduite F', a savoir: 


an, 4 bb, 4 Er - Il, 
— aan ++ ll 


UU 


09 


| 


an) „O—1) | Kon) Kon—D) —1)Y(n—1 
= 4 4 4 b" b, + es +1 Rn 


Ces relations peuvent s’ecrire de la maniere suivante: 


u ee: 


ans mod’ Ban Br mod’ 


ann pin n— " 


Ö 


n—1 


1 —= mod’ 








a l 
E > 








1 —= mod’ — 





nn 











a 2 2 F! 
a Von-ı a) Von Bi ‚mod Von-ı & 
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et montrent alors que les modules des quanlites 7 : =. eic. sont tous in- 


ferieurs a Punite. Il en resulte qu’en reprösenlant par 7, le produit des 


facteurs: 
ar—ı) 


Von_ı 
b b ba) 
und - Zar 


Be > u a FE EEE ET ED Eee 8 


EM 2 AN U, 








4 4 Y- 4 (er—1) U 

vo vo, Von-ı r 
c. a d. ce que devient $, lorsqu'’on y remplace, A, Y, ... U par: X, 
Re Y,.... —— U, les modules des coefficients de cette transformee sont 
vo, Von-ı 


eux mömes limites. En effet, si pour fixer les idees, nous considerons le 
coefficient d’un quelconque des termes de %, que nous representerons par: 
X”’yY’...U’, les exposants etant des entiers dont la somme est n, on trouve 
sans peine que la valeur maximum de son module est donnee par le facteur 
nume6rique qui multiplie le meme terme X” Y”’... U dans la puissance poly- 


(X-Y-+.-.-+ U)’. Cela pose, convenons de designer par les 


expressions symboliques suivantes: {X Y’... U} et: [X’Y’... U]. les 
modules des coefficientss de X" Y’... U” dans & et #. Il est clair qu’on 
aura d’apres la relation qui lie les deux formes: 


a) rr..U) = [YUV ol... 


n—1 


et en particulier pour les coefficients des puissances les plus elevees des in- 
determinees: 





nomiale: 





(1X) = [X’]yo 
ır 7) = [yo 
{U"} = [U ]yo- 
Or en multipliant ces equations membre ä membre, il vient: 
X}... (UT = [A"]JLY”J-- [U”]y(o or... 0,-)" 
mais d’apres la relation caracteristique pour les formes quadratiques reduites, 


et la valeur de l’invariant de F\, que nous avons trouv& precedemment £gal 
a JA, on a: 


| 


(2.) 


\ 





09:0, <a d4A, 
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il en resulte done que: 
KH" (UN) < [XII] LU" "7A, 


et finalement, en ayant egard aux limites des quantites [X], [| Y”] etc.: 


UT < 


Voigi donc deja les coefficients des puissances les plus elevees dans la forme 
P, limitees au moyen de l\invariant 44,. Et c’est en ce moment que nous 
employons la condition d’irreduetibilite de cette forme telle qu’elle a et& posee 
plus haut, de maniere qu’aücun de ces coefficienis ne puisse &ire suppose 
s’evanouir. N’ayant obtenu en effet qu’une limite de leur produit, dans le cas 


yin ? (n—1) 
(4A}” 


nie? 


ou l’un d’eux serait nul, on ne pourrait plus rien conclure sur les aulres. 
Maintennant et ä l’aide des valeurs de ces quantites: {X}, {Y”} etc., nous 
obtiendrons des limites pour les coefficients des autres termes, en deduisant 
des equations (1.) et (2.), la suivante: 
AR SER; Er, = 
Dr. eur)... 


gq s 


1— — 


Be u 
— (XP Y'..U][X" *[YT * --- [U] "oo... o.y 


et remplacant dans le second membre, [X" Y”... U”], [X"]. [Y”] etc. et le 


produit o 0, ... 0,_, par leurs limites superieures. Il vient ainsi en designant par 
(P, 9, ...s) le coefficient de A” Y”... U” dans la puissance (X+-Y+-... U}: 





q zn’(n—1) 


ı 4 Wahr U * < (99 ...8) —— (14,)”. 


mir’ 


p 
a. 
‚p [rg S f rn 
Ti 2 
Nous sommes ainsi parvenus & la proposition annoncee sur la reduction des 
formes decomposables en facteurs lineaires, et qui nous autorise a donner aux 
transformees telles que &, le nom de formes reduites. Mon ih&oreme sur les 


racines des &quations algebriques a coefficients entiers complexes. en est une 
consequence immediate comme Vous allez voir. 


Soil: Po" Qv"'--... + Rv+S== 0 une equalion de celte nalure. 
En designant ses racines par a, db, ce... Ak, l! le discriminant, ou determinant 
de G@au/s, sera le nombre enlier complexe: 


D —= Pr V(a—bVYla—c)’.--(k—1) 


Cela pose, faisons dependre de cette equation une forme  ä coefficients en- 
tiers complexes, que nous definirons de cette maniere: 





= 
E: 
.< 
$ 

> 
8 

% 
ä 
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=\Pria- . az ta u) by+ bat... tb). 
2+ly+Pzt.. + n) 
Nous remarquerons dabord, que pour celte forme, la quantit& 7, est pr&ecisement 
yD. Soit en effet: 


ER a n— 
—= r-+ay+.- er u 


at byt Ha 
L= .a-+ly+..+4lu 

d’apres sa definition meme, 4 sera le produit de P"' multipli6 par le deter- 
minant relatif au systeme des facteurs lineaires A, B,... L. Or on sait que 
ce determinant, est la fonclion alternee egale au produit des differences des 
racines a, db, ... l, de sorte qu’on a bien 4=yD. Je dis maintenant que 
les racines de deux @quations differentes, aux quelles correspondent des formes 
y, arithmeliquement &quivalentes, doivent &tre regard&es comme presentant les 
m&mes irralionalites. Soit en effet: 


Pr Du... NS — 


PP = PIX-aY +. +aU)XHEY +... 4bU).-. 
(X--1IY-+.. 4170) 
une seconde equation, ayant pour racines a, b,.... [, avec la forme correspon- 
dante. S’il est possible de deduire & de %, par une substitution ä coefficients 
entiers complexes et au determinant un, c. ä d. d’avoir identiquement: = #, 


I 
| 


ei: 


en prenant 


2 == aX--Y+ tot dU 
y= PÄ+-PY-+--- + AeDU 


u= »AÄ+xY-+.. 42) U 
on pourra en designant par Z,, %,, ... £, des constantes poser les relations: 


z+ay+ + +ar Tu = 1(X+aY+.. +am'U) 
Hy = MH HU) 


RR re LAY... LIU) 
Or en effectuant la substitution et ee pour abreger la fonction entiere ä 
coefficients entiers complexes «a + B®v+ ... 42 v"-! par 6;(v) ces relations 
donneront: 
Journal f. d.M. Bd. LIIl. Heft 2. 25 
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X6(a)+ Y9,(a)+ .. 1U0,_,(0) = uXt+aY 4. ta) 
X6(b)- "+ +00...) = it KEE ” U) 


X (YO, ne 1.00, Peer — WAXIYL.. ‚Li 


On en conclura les expressions suivanles des racines a, b,.... I par a,b, ... l: 

















__. 9,(a) 2_.6,(a) BE gr dn-1(@) 
— la) er # (a) 

— 6,(b) Bi 9, (b) 2  WRRBER On-ı (b) 
v. 9 (b) u 0(b) rk; 9(b) 

[= Ö, (d) [? ch d, ()) PFRT PLN fr ai a On-ı (d) 
öl) dl) . 


et il est visible qu’en partant de la substitution inverse, pour deduire p de &, 
on arrivera ä des expressions toutes semblables qui donneront les racines 
4, 6, ... I, au moyen de a, b, ... [. Nous sommes donc bien autorises par 
la a regarder les racines des deux e&quations, comme presentant les m&mes 
irrationalites. 

Cela pose, considerons l’ensemble des &quations de degre n, ayant 
me&me discriminant, avec la serie des formes „, qui correspondent ä chacune 
d’elles. Ces formes en nombre infini, ayant toutes le m&me invariant 44,, & 
savoir le module du discriminant, seront reduclibles a un nombre limite de 
reduites &. Or les @quations dont les racines pourront presenter des irratio- 
nalites distinctes seront celles la seules aux quelles correspondent des formes 
ayant des transformees reduites differentes.*) Elles seront done bien essen- 
tiellement comme je l’ai annonce, en nombre fini. 





*) En effet, des formes ayant m&me reduite, sont arithmetiquement &quivalentes, et 
il a el& expliqu& plus haut, comment les racines des Equations dont elles dependent offrent 
deslors les m&mes irrationalites. Voyez au reste sur cette question de l’equivalence des 
formes decomposables en facteurs lineaires, mon premier me&moire sur la theorie des 
formes quadratiques, Tome 47 de ce Journal. 
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11. 


Bestimmung der symmetrischen Verbindungen ver- 


mittelst ihrer erzeugenden Kunction. 
(Von ©. W. Borchardt.) 


(Der physikalisch- mathematischen Klasse der Berliner Akademie vorgelegt von Herrn Dirichlet 
am 5. März 1855.) 





D:s von den Mathematikern des vorigen Jahrhunderts bis zur Zeit 
Waring’s angewandte Verfahren, nach welchem die symmetrischen Functionen 
der Wurzeln einer Gleichung zuerst durch die Potenzsummen der Wurzeln 
ausgedrückt wurden und dann diese durch die Coefficienten der Gleichung. 
ist in neuerer Zeit durch die von Waring, Gaufs und Cauchy gegebenen 
Methoden verdrängt worden, und zwar deshalb, weil jenes ältere Verfahren 
nicht im Stande war, in allen Fällen nachzuweisen, dafs die ganzen Functionen 
der Coefficienten, denen die symmetrischen ganzen Verbindungen der Wur- 
zeln gleich werden, auch ganzzahlige Functionen sind, d. h. solche, welche 
ganze Zahlen zu ihren numerischen Coefficienten haben. 

Die neue Methode, welcher ich mich bediene, ist ebenso wie die letzt- 
genannten, geeignet, diesen Nachweis zu führen, sie unterscheidet sich aber 
wesentlich dadurch von ihnen, dafs sie nicht wie jene eine bestimmte Ordnung 
unter den Wurzeln fesisetzt, sondern dieselben ebenso symmetrisch in die 
Rechnung eintreten läfst, wie das ältere unvollständige Verfahren. Das Prinzip 
dieser neuen Methode ist die Zurückführung der symmetrischen ganzen Ver- 
bindungen auf eöne erzeugende Function, aus deren Entwicklung sie sämmtlich 
hervorgehen. Die Bestimmung der erzeugenden Function durch die Coeffi- 
cienten der Gleichung ist daher das Problem, auf welches die ganze Frage 
zurückkommt. Die Lösung dieses Problems hängt nun, wie eine genauere 
Untersuchung zeigt, von der Bestimmung einer bisher nicht betrachteten De- 


terminante ab, in deren Werth jene erzeugende Function als Factor enthalten 
ist. ein Resultat, welches schon an sich von allgemeinerem Interesse für die 
Analysis zu sein scheint. Von dieser Determinante ausgehend gelangt man 
ohne Schwierigkeit zur Bestimmung der erzeugenden Function, und die Form, 


unter welcher sie erscheint, führt dann ferner auf eine Eigenschaft derselben. 
25 * 
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aus welcher durch einen einfachen Beweis gefolgert werden kann, dafs die 
Ausdrücke der ganzen symmetrischen Functionen der Wurzeln durch die 
Coefficienten nicht nur ganz sondern auch ganzzahlig sind. 

Bildet man den Ausdruck 





Te Ta 


u 5 L—a, 


In — &n 

welcher alle Glieder umfassen soll, die aus dem hingeschriebenen dadurch 
entstehen, dafs von den beiden Reihen £, Z,, ... #, und o, &,, ... a, die 
eine unverändert bleibt, die andere auf alle Arten permutirt wird, einen Aus- 
druck, der in Bezug auf jede der beiden Reihen von Gröfsen symmetrisch 
ist, so führt die Entwicklung von 7 nach fallenden Potenzen von L, t,,...f, 
auf jene einfachsten Typen der ganzen symmetrischen Functionen von &, 4 ».. &, > 
welche aus ernem Product ganzer Potenzen dieser Gröfsen durch Permutation 
hervorgehen und bekanntlich fähig sind «alle ganzen symmetrischen Functionen 
von &, &s ... @, additiv zusammenzusetzen. 7’ ist daher als die erzeugende 
Function der ganzen symmetrischen Verbindungen von a, &,, ... &, Aanzu- 
sehen, und die Bestimmung dieser Verbindungen ist auf das erne Problem 
zurückgeführt, den Ausdruck der erzeugenden Function 7' so zu transformiren, 
dafs nicht mehr die einzelnen Gröfsen &, &,, ... «, darin vorkommen, son- 
dern anslall dessen die Coefficienten derjenigen ganzen Funclion n-+1ten Gra- 
des /z, welche für 2 =e, @,,... «, verschwindet und die Einheit zum 
Goelficienien der höchsten Potenz von & hat. 

Die verlangte Transformation der erzeugenden Function 7’ würde, 
direct angegriffen, eine ihrer Complication wegen schwer lösbare Aufgabe 
sein. Sie vereinfacht sich aber im höchsten Grade, wenn man sie von der 
Betrachtung der Determinante 


1 1 1 
nn x“ .»... 
D=- z+ (t—.a)' (t,—a,)* t.—a,)° 








abhängig macht. Diese Determinante D, welche schon in ihrer Bildung die 
gröfste Aehnlichkeit mit der in der Analysis durch ihre vielfache Anwendung 


so bekannten Determinante 
1 1 1 


Ge: 1, l„— 0 


A 24 





zeigt, steht mit derselben überdies in der merkwürdigen Beziehung, dafs sie, 
durch jene dividirt, die erzeugende Function 7 als Quotienten giebt, so dafs 


@) D=T.A 
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ist. Der Ausdruck (ft, ff. .../4,)’D ist nämlich eine ganze Function von 
I, tn... l,, &, Os «.. @,, Welche ebensowohl durch das Product aller Dif- 
ferenzen zwischen /, !,,. ... £,, als auch durch das Product aller Differenzen 
zwischen «&, &, -.. «&, theilbar ist. Es bleibt daher nach der Division durch 
beide Producte wiederum eine ganze Function als Quotient, und es hat keine 
Schwierigkeit. die Werthe zu bestimmen, welche dieser Quotient annimmt, 
wenn jede der Grölsen 7, t,...#, mit irgend einer der Gröfsen «, a,...«, 
zusammenfällt *). Diese (n--1)"*' Werthe des Quotienten sind aber gerade hin- 
reichend, seinen allgemeinen Ausdruck vermöge der auf mehrere Variablen 
ausgedehnten Juugrange’schen Interpolationsformel zu bilden, und das Ergeb- 
nifs hiervon ist von der oben angeführten merkwürdigen Gleichung I — T. A 
nur dadurch unterschieden, dafs an der Stelle der Delerminante A ihr be- 


kannter Werth 


= 1dt,t, ... 1.) IIe, a, ... @,) 


a ft ft, ... ft. 


steht. in welchem /TıZt,t,.../,) das Product aller aus 4, /,...£, gebildeten 





Differenzen bedeutel, jede so genommen, dafs ein £ mit kleinerem Index von 
einem / mil gröfserem Index abgezogen wird. 

Indem man jetzt noch die Bemerkung hinzufügt, dafs die Delerminante 
D aus der Determinante A durch successive Differentiation nach sämmtlichen 
Variablen 7, f, ... /, hervorgeht, leitet man aus den Gleichungen (2, 3) den 
folgenden Ausdruck für 7 her: 








‚_ 44 fell. fa 9 08 ,,_9 (Mlist,...t) 
(4.) ne. Jan NM ke) 
Der Ausdruck (4.), in dem nicht mehr die einzelnen Gröfsen a, &,, ... &u> 


sondern anslati dessen die Coefficienten von fx vorkommen, und der zur Un- 
terscheidung von dem in Gleichung (1.) gegebenen Ausdruck von T' mit © 
bezeichnet werden möge, leistet die verlangte Transformation der erzeugenden 
Function. Diese Transformation kann als die symbolische Zusammenfassung 
der Rechnungsoperationen angesehen werden, welche das oben besprochene 
ältere Verfahren für die Bestimmung aller ganzen symmetrischen Functionen 
vorschrieb. 





*) Fallen nämlich 7, 7,, ... t„ resp. mit @;, &;, ... @;, zusammen, so wird der 
n.n+1 
Quotient = (—1) ? ffaf'a ... fa, oder = 0, jenachdem i, i, ... /„ sämmtlich von 
' ) Du 
einander verschieden sind, oder nicht. 
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Der in © vorkommende Differentialquotient 2a --1ter Ordnung enthält in 
seinem Zähler das aus den Differenzen von Z, t, ... #, gebildete Product als 
Factor. Indem man sich dies Product fortgehoben denkt, überzeugt man sich 
leicht. dafs bei der Entwicklung von © nach fallenden Potenzen der Variablen 
/,t,...t£, die Entwicklungscoefficienten ganze und ganzzahlige Funclionen der 
in fz vorkommenden Coefficienten sind. 


Aber hiermit ist die Aufgabe noch nicht vollständig gelöst. In der 
That. betrachtet man die symmetrische Function 


ER AN 4 


n 


wo das Summenzeichen alle diejenigen durch Permutation von «, &, ... @, 
aus dem hingeschriebenen Gliede hervorgehenden Glieder umfassen soll, welche 
für gegebene Werthe der Exponenten und willkührliche Werthe von a, «,...«, 
von einander verschieden sind, oder mit anderen Worten: betrachtet man 
einen jener einfachsten Typen der ganzen symmetrischen Functionen, von 
welchen oben die Rede war, so kommt derselbe in der Entwicklung von T 
nur dann ohne weiteren numerischen Factor als Entwicklungscoefficient vor, 
wenn die Exponenten p, ?, ... pP, sämmtlich von einander verschieden sind. 
Bedenten dagegen «, db, ... h ganze Zahlen, deren Summe —=n--1 ist, und 
finden sich unter den Exponenten @ welche = p, 5 welche = g, etc. 

h welche —=s sind, so kommt in der Entwicklung von 7’ die symmetrische 


Function (5.) mit dem Factor 
Ne KERN ERST EI 


behaftet als Entwicklungscoeflicient vor. Unter der Voraussetzung, dafs zwischen 
den Exponenten p, pP, ... ?„ die soeben angenommenen Coincidenzen slattfin- 
den. ist daher die symmetrische Function (5.) nur dann ein ganzzahliger Aus- 
druck der Coellicienten von fz, wenn in der Entwicklung von © der sie ent- 
haltende Entwicklungscoeffiecient durch N theilbar ist. Diese Theilbarkeit bleibt 
also zu beweisen übrig, d. h. es bleibt zu zeigen, dafs, wenn in einem Term 
der Entwicklung von © die Variablen Z, 4... /, in irgend einer Ordnung 
genommen zu den Exponenten — (p-+1), — (pı+1)---—(p,+1) erhoben 
sind. und diese Exponenten resp. zu «a, zu d,'‘... zu A coincidiren, dals dann 
der Coefficient dieses Terms durch N theilbar ist. 


Der Beweis dieser Theilbarkeit beruht nun auf folgenden beiden 
Punkten: 
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I. Anstatt die Exponenten — (p+1), — (pı+1), »--— (p,-+1) resp. 
zu a, zu b.... zu A coincidiren zu lassen, setze man fest, dafs die Variablen 
t, t,...t, in denselben Anzahlen coincidiren, sodafs « derselben — x, b der- 
selben = y, etc. .... endlich % derselben = w werden, und stelle sich die 
Aufgabe, den Werth von © unter dieser Hypothese zu bestimmen. 


© unterscheidet sich von dem Quotienten 7 nur dadurch, dafs der 


constante Factor //(a,c,...«,) im Zähler und Nenner fortgehoben worden 
ist. Jede der Determinanten D und A verschwindet, sobald Coineidenzen 
zwischen den Variablen eintreten. © erscheint daher in dem vorliegenden 
Fall unter der Form $. Aber während bei Functionen von mehreren Varia- 
blen $ im Allgemeinen unbestimmt ist, hat es hier einen völlig bestimmten 
Werth, und dieser Werth kann nach denselben einfachen Regeln ermittelt 
werden, welche in der Differentialrechnung in Bezug auf Functionen von einer 
Variablen angegeben zu werden pflegen. Durch gehörige Anwendung dieser 
Regeln gelangt man zu dem Resultat, dafs unter Annahme der festgesetzten 
Coincidenzen der Variablen die erzeugende Function 9 dem Nfachen einer 
Function von z, y...ıw gleich wird, welche nach fallenden Potenzen dieser 
Variablen entwickelt, lauter ganze und ganzzahlige Ausdrücke der Coefficienten 
von fz zu Entwicklungscoefficienten hat. Dies kann man auch so ausdrücken: 
Läfst man in der Entwicklung von © nach fallenden Potenzen von 1, ,...£, 
die Variablen resp. zu a, zu d, ... zu A in die Werthe x, y...w coinci- 
diren, so werden in der so reducirten, nach fallenden Potenzen von z,Yy,... w 
geordneten Entwicklung alle Coefficienten durch N=1.2...u.x1.2...bxX .... 
...%X1.2...% theilbar. 


Il. Auf dieses Resultat sich stützend beweist man die oben ausge- 
sprochene auf den Fall coincidirender Exponenten bezügliche Theilbarkeit der 
Entwicklungscoefficienten von ©, und zwar folgendermafsen. Indem man die 
Anzahl der Zahlen a, b,...A% mit wu bezeichnet, nimmt man an, die behauptete 
Theilbarkeit finde statt, so lange « einen der Werthe n+1,n, n—1...v+1 
hat, und beweist, dafs unter dieser Annahme die Theilbarkeit auch für u=rv 
stattfinden mufs. 


Es sei für einen bestimmten Entwicklungscoefficienten u— v. Man 
theile die Variablen £, Z,...Z, in» Gruppen, von welchen die erste die ersten 
a Variablen, die zweite die folgenden 5 Variablen etc., die letzte die letzten 
h Variablen in sich begreife. Hierauf theile man die Glieder der Entwicklung 
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von O9 in zwei Klassen. Man setze in die erste Klasse diejenigen Glieder, 
in welchen die Variablen je einer Gruppe zu einem und demselben Exponenten 
erhoben sind, in die zweite Klasse alle übrigen Glieder. Läfst man nun die 
Variablen der ersten Gruppe in den Werth =, der zweiten in y, etc. der 
letzten in «© coincidiren, so redueirt sich (in Folge der für «>» angenom- 
menen Theilbarkeit) der in der zweefen Klasse vereinigte Theil der Entwick- 
lung von © auf lauter Glieder, deren Coefficienten durch N theilbar sind. 
Da aber dasselbe unter I. von der ganzen Entwicklung von © bewiesen wor- 
den ist. so gilt es auch von dem in der ersten Klasse vereinigten Theil für 
sich. Dies Resultat ist gleichbedeutend damit, dafs die zu beweisende Theil- 
barkeit für «=r staltfindet, vorausgeseizt. dafs sie für « > rv wahr ist. 
Für o=n--1 ist sie evident, weil dann N ==1 ist, folglich gilt sie auch 
für u=n, folglich auch für e—=n—J1, etc. folglich allgemein. 

Schliefslich sei noch bemerkt, dafs für die speciellen symmetrischen 
Functionen (5.), in welchen eine gewisse Anzahl von Exponenten, z.B. p,, 
Pa-ıs ** Pm+ı Verschwinden, eine specielle erzeugende Function aufgestellt 
werden kann, welche nur »”-+1 Variablen enthält. Ihr Ausdruck durch die 
Coefficienten von fz ıst dem Ausdruck © ganz analog, nämlich : 

(6) (rt ne ” Er oe Tr N 4) 
Man erhält denselben als die Grenze, welcher sich für unendlich grofse Werthe 
von iyzıs mass: 4, der Ausdruck £,;1-Emy2. 4.0 nähert. Die Functionen, 
welche in diesem Falle die Determinanten D und A vertreten, sind weniger 
einfach als jene Gröfsen, sie gehen aus denselben durch Anwendung des so- 
genannten Laplace’schen Determinantensatzes hervor. 
Für a0 wird der Ausdruck (6.) die ee erzeugende Function 
t 


wre 1 
der Potenzensummen von @&, &,...a,, nämlich Far 
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12. 


Die Reduktion der elliptischen Integrale in ihre 


kanonische Form. 
(Von Herrn E. Heine.) 


x 
Sei langer Zeit kennt man die Formeln, durch welche das Integral 








H “h dx 
—-/ Verena fee 


o 


in die kanonische Form der elliptischen Integrale verwandelt werden kann, 
wenn aufser y und A auch die Constanten «, P, etc. reell sind. Ein beson- 
derer Fall. in dem diese Constanten imaginär waren. — derselbe welcher 
$. 26 behandelt ist — wurde Veranlassung zu dieser Abhandlung, in welcher 
die Transformationsformeln für den Fall zusammengestellt sind, dafs «, etc. 
beliebige imaginäre Gröfsen bedeuten, die besonderen Fälle eingeschlossen. 
dafs die Constanten sämmtlich oder theilweise reell oder rein imaginär werden. 
Es zeigt sich, dafs dann # in die Form 
utin 
M 

zerlegt werden kann. wo M eine gewisse, von den gegebenen Constanten 
einfach abhängende Gröfse bezeichnet, wo ferner x aus der Summe oder 
Differenz eines gewissen Vielfachen des ganzen elliptischen Integrals A und 
eines zweiten elliptischen Integrals in der kanonischen Form besteht, und v 
wie zusammengesetzt ist, nur dafs die Integrale welche v ausmachen den 
complementären Modulus zu dem in « vorkommenden haben. Die eben er- 
wähnten elliptischen Integrale haben sämmtlich reelle Grenzen, die positiv und 
kleiner als 1 sind, so dafs wenn der Modulus reell ist, unsere Aufgabe gelöst 
ist. Wird aber der Modulus imaginär, so kann man sie in Adelsche Integrale 
zerlegen. Die Formeln hierzu sind im $. 18 zusammengestellt; sie sind der 
bekannten Abhandlung von Jacobi entlehnt. 

Der Gang der Rechnung, welche anzustellen war, ergiebt sich leicht. 
Es läfst sich 4 mit Hülfe bekannter Transformationsformeln in das Product 


1 er | 
eines Factors und eines elliptischen Integrales J in der Hauptform zer- 
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legen, dessen Modulus z, (oder wenn z imaginär ist, die Norm von x) kleiner 
als 1 ist, dessen Grenzen aber imaginär sind. Man kann die Transformation 
so einrichten. dafs < nicht rein imaginär, sondern entweder reell oder complex 
ist. Diese Umlormungen findet man im zweiten Abschnitt $. 19. 

Das Integral J oder 


dz 
3 ee 


auf welches man so geführt wird, ist ein vollständig bestimmtes, indem 2 
ein gegebenes Intervall auf yegebene Art durchläuft, und auch die Zeichen 
der Quadratwurzeln bekannt sind, wenn nur das der Quadratwurzel, welche 








in # vorkommt, gehörig bestimmt ist. Dazu reicht im Allgemeinen aus, dafs 
man das Zeichen derselben für irgend einen Werth von x kennt. 

Die Zerfällnng von J in «+?» bildet ausschliefslich den Gegenstand 
der ersten Abtheilung. Nachdem im $. 1 die bekannten Additionsformeln der 
elliptischen Functionen zusammengestellt, und im $. 2 durch andere ersetzt 
sind, welche für die Rechnung bequemer zu sein schienen, wird im $. 3 zu- 
nächst darüber gehandelt, ob .J einen bestimmten Werth hat. Darauf beginnt 
die Zerlällung und zwar zunächst für den Fall, dafs # reell ist. Diese macht 
zwei verschiedene Untersuchungen nöthig; zuerst ist es nöthig, den Werth 
von sinam« und sinamo zu kennen, den bereits Reichelot für ein reelles z 
angegeben hat. Man findet ihn $. 6 und $. 10, vereinfacht $. 11. Die An- 
zahl von Vielfachen der Perioden, welche hinzuzufügen sind, die zwezlens 
bestimmt werden mufs, ist $&.7—9 und $. 12—16 aufgesucht. $.5 enthält 
eine häufig angewandte Transformationsformel, und $. 27 ihre Verallgemei- 
nerung. $. 20—25 ist ein interessanter specieller Fall behandelt, aus dem 
die Resultate des $. 26 folgen. 


I. Abitheilung. 
u... 


Das Fundament für unsere Untersuchungen bilden die bekannten Ad- 
ditionsformeln der elliptischen Functionen. Bezeichnet x eine reelle oder ima- 
ginäre Gröfse, deren Modulus kleiner als 1 ist, sind ferner @, P, 2 reelle 
oder imaginäre Functionen einer reellen Gröfse x, welche durch die drei 
Gleichungen 











= 
® 
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Mz 
Mile 
Myi— x’ 


\ 


ei— Fri AH fi 20 


Yi— a n—P — oßyi— 0 1-xP 


\ 











\ 


yi—- za yl— pP — zapyl— a yl — 
zusammenhangen, in denen man zur Abkürzung 
M —= 1—z a 


gesetzt hat, so wird 




















de da d 
dx äh dx 1 de 
yi—z!y1— «tz? vi—e!ii— te ' M1— Pyi—* 


Denkt man sich z.B. « und f, so wie die Zeichen der Quadratwurzeln 
auf der rechten Seite gegeben, so bestimmt die erste Gleichung schon voll- 
kommen den Werth von z, während die beiden anderen dazu dienen, dee Zeichen 


von yl1—z? und yl--z’z° festzustellen, welche willkürlich angenommenen 
Zeichen der vier anderen Wurzelgröfsen entsprechen. 





Obgleich diese Formeln unter der Voraussetzung bewiesen zu werden 


pflegen, dafs «, P, x reelle Gröfsen sind, so gelten sie bekanntlich noch für 
imaginäre Werthe derselben. Setzt man #==yt, wo y wieder imaginär sein 


kann, und darauf =: wählt dann für « und d die Buchstaben « 
Y — 


und 5, so erhält man den Satz: 





Sind a, 5, z Functionen von x, und finden zwischen ihnen die drei 
Gleichungen 








Nz af zb +byi— ayli—byl— za 
(1.) Nyi—x? 


N yl— 22 — yi ei yi — zayl— 2b — iz ab yl—u 


\ 











\ 


N1—-ayl-®—iabyi—zayl— x 











Statt, wo zur Abkürzung 
N = 1—-#-+ ab 
gesetzt ist, so wird 


! a’ Y ih! 




















2 
Ni—z2’y1—x’z? ren y1— a’ y1—x?a’ | y1—b*’y1—x? 0b? 
Hier bedeuten «', b', z’ die Differentialeoefficienten von a, 5, & nach x, ferner 


x, eine yl—x°. Die Zeichen der sechs Quadratwurzeln können beliebig ge- 
nommen werden, wenn sie nur den Gleichungen (1.) genügen. Natürlich 
26 * 
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müssen sie in den drei Gleichungen (1.) und in der Differentialgleichung die- 
selben Werthe haben. 


Um sich von den verschiedenen Methoden, durch welche diese Glei- 
chungen hergeleitet werden, unabhängig zu machen, kann man dieselben veri- 
fieiren. Dividirt man die erste Gleichung in (1.) durch X, differentiirt sie 
dann nach ©, und dividirt durch das Product der beiden anderen, so findet 
man ohne grofse Rechnung die Differentialgleichung. Eben so leicht zeigt 
sich, dafs wenn die rechte Seite der ersten Gleichung in (1.) gleich Nz ge- 
setzi ist, das Quadrat der rechten Seite der zweiten und der dritten resp. 
N?(1— 2°) und N’(1—x°2°) ist. 

Aus der Gleichheit zweier Functionen folgt auch die ihrer bestimmten 
Integrale zwischen beliebigen reellen Grenzen g und A. Daher läfst sich die 
Differentialgleichung auch durch 


2) f KIREREN. 2... ne fe adz 1 ‚fi bir 
I Ni F Ni-eafia '/ NY 


erseizen. 




















$. 2. 


Für einen grofsen Theil der folgenden Rechnungen sind die Glei- 
chungen (1.) nicht bequem; man kann für sie das System von drei anderen, 


nämlich 








2 


(3.) y1—b’y1—z° ie — iaby1—x'2 


\ 








4) zi—dyi—xea — byi1— a -+ayl— 22 





(5.) 1-2 = atb 1 —- a 1— 27 
einführen, die sich leicht aus den ersten herleiten lassen. Beide Systeme sind 
offenbar gleichbedeutend. 

Anmerk. Ebenso wie die Gleichungen (1.) aus den bekannten For- 
meln für sinam(w--v), cosam(u--v), Jam(u-+v) folgen, so lassen sich 
3. 4, und 5 aus den Formeln 

cosam(%--0) — cosamucosamv — sinamusiname Jam(u--v) 
ferner aus 

sinam(#--v) Jam» —= sinamwcosamv--sinampcosamu Jam(u--v) 


und der Gleichung herleiten, welche aus letzterer nach Vertauschung von u 


mit ©» entsteht. 
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$. 3. 


J — /- dr 
a, / ; I 
’ Y1—?!yl—x*z° 
> 


über dessen Zerlegung in dieser ersten Abtheilung gehandelt wird, ?s/ ein 
fest bestimmtes, wenn aufser den Grenzen y und h auch die Function 


Das Integral 








unter dem Integrale gegeben ist. Zu dem Letzteren reicht es aber nicht 
hin, wenn aufser dem Modulus < noch der Gang von z, d.h. die Art bekannt 
ist, auf welche 2 von x abhängt: es mufs auch noch das Zeichen der Qua- 
dratwurzeln, oder wenigstens das Zeichen ihres Productes gegeben sein. 


Wir nehmen an, dafs z sich stältig ändert; alsdann kann das Zei- 
chen der Quadratwurzeln in J so bestimmt sein, dafs dieselben sich yleich- 
falls stätig ändern, oder so, dafs sie zuweilen endliche Sprünge machen. 
In dem letzten Falle kann man J in eine Summe von Integralen derselben 
Form zerlegen, von denen jedes sich in dem ersten Falle befinde. Wir 
werden deshalb, ohne die Allgemeinheit zu beschränken, unnehmen, dafs die 
Zeichen der Quadratwurzeln in J so bestimmt sind, dafs die Quadrat- 
wurzeln sich continuirlich ändern. 


Die Bestimmung, welche hier getroffen wurde, ist nicht gleichbedeutend 
mit der, dafs der reelle Theil der Quadratwurzeln ein bestimmtes Zeichen be- 
halten soll. Ganz abgesehen davon, dafs bei der letzteren Festsetzung das 
Zeichen unbestimmt bleibt, wenn z.B. in y1—2? die Gröfse z reell und gröfser 
als 1 wird, so würde auch bei derselben die Continuität unterbrochen werden, 
wenn %& von einem Werthe mit positivem imaginären Theile zu einem anderen 
mit negativem durch einen reellen Werth übergeht, der gröfser als 1 ist. Die 
Behandlung eines Integrals J bei solcher Bestimmung würde daher eine Zer- 
legung nöthig machen, wie sie oben angedeutet ist. 

Kennt man das Zeichen der Wurzeln für irgend einen Werth 
von x, so läfst es sich nach unseren Festsetzungen für jeden anderen Werth 


) | 
von x ableilen, wenn 2 nicht dazwischen durch +1 oder + —- gegangen ist. 


Wir zerlegen deshalb unser Integral noch weiter in eine Summe solcher, in 
denen 2 entweder überhaupt nicht, oder nur an der unteren, oder nur an der 


1 22 25 
oberen, oder an beiden Grenzen den Werth +1, ac fügen noch 


aus Gründen, die später klar werden, O hinzu — annimmt. Jedes von diesen 
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integralen ist bestimmt, wenn man aufser den Constanten 9, A, x und dem 
Gange von 3 noch das Zeichen der Wurzeln für irgend einen Werth von %, 
z. B. für den Anfangswerth g kennt. Von nun an soll J ein solches Integral 


vorstellen. 


$. 4. 


Was oben über Continuität oder Discontinuität der Wurzeln gesagt 
wurde. zeigt sich leicht durch Anwendung der bekannten Formeln, welche 
die Ausziehung von Quadratwurzeln aus imaginären Ausdrücken betreffen. Man 
kann sich zu diesem Zwecke auch der nachfolgenden Transformation bedienen, 


die sich auf die Form ye’— (m+-.ni)’ bezieht, wenn ce, m, n reelle Zahlen 
bezeichnen, und e positiv ist. 





Man kann aus diesen Gröfsen durch die Gleichungen 
ce —= osind 
n — yo?— m’.cosd 
die elliplischen Coordinaten o und # finden, und zwar sind go, sin ® und cos 


vollkommen bestimmt, wenn g und yo°— m” reell und positiv und auch 6 reell 
genommen wird. Denn die Gleichung 


2 2 
£ı e% Bil, FEFER 
0 | o’— m’? 


hat. da 


>) » 


0° (0° — m?) — n? 0? — c? (0? — m’) 


für o’ gleich ©, m’ und OÖ resp. positiv, negativ und positiv wird, nur einen 
positiven Werth für 0°, der grölser als m’ ist. Man findet dann 





ye— (mn) = +(Yo?— m?’ — im cos). 


Um diese Formel auf y1— z° und yl—x°z? anzuwenden, hat man e=1 und 
z oder resp. #23 gleich m--n? zu setzen. 


$. 5. 


Man zerlege nun J nach der Formel (2.) in die Summe zweier In- 
tegrale und versuche « und b so zu bestimmen, dafs sie reell und kleiner 
(nicht gröfser) als 1 werden. Eine Zerlegung von J in die Summe zweier 
elliptischen Integrale kann natürlich auf unendlich viele verschiedene Arten 


Statt finden; aber die Bedingungen, welche wir so eben hinzufügten, bestim- 
men vollkommen eöne Zerlegung. 











j 
| 
2 
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Um dieselbe zu bewerkstelligen, ist es nothwendig, erstens die Zahl- 


werihe von a und db, dann auch die Zeichen von a, b, yi—a@ etc. oder 
wenigstens gewisser Combinationen derselben anzugeben. Zu dieser Bestim- 
mung reichen die sechs Gleichungen aus, die man aus 3, 4 und 5 erhält, in- 
dem man ihre reellen und imaginären Theile für sich gleich setzt. Damit dies 
bequemer geschehen könne, bezeichnen wir die zu 2, z, x, conjugirten Zahlen *) 





mit &, 7, Yı, ferner die zu yl—2’, yl— zz’, yl—x«, etc. conjugirten 








Zahlen mit yI—&, yl—y ST, yl—y’a, etc. und führen endlich folgende 
häufig vorkommenden Verbindungen ein: 








\ 


p i-ze’--yi—rG 
g = M—-z2—-f1-P 


r — 11—-’yY1—-YO-+-y1—-Syi-zr, 


-_ 


| 








so dafs also », 4, r bekannte reelle Gröfsen sind. 

Da der besondere Fall, dafs z reell also „=x wird, von Interesse ist 
und eine einfachere Behandlung gestattet, so wollen wir uns zunächst mit ihm 
beschäftigen. 

Besonderer Fall: x ist reell. 
$. 6. 

Um den Werth von @ zu finden, setzen wir die imaginären Theile von 

(3.) gleich, ebenso die reellen und erhalten 


(.) ap = —yyi—b' 
ap = (2-5) 11—b’Y1— zu. 





Statt der letzten Gleichung benutzen wir die folgende: 


B) @t+ObM-rR— 4 
Aus («.) und (.) eliminirt man 5, indem man beide zum Quadrat erhebt, und 
dann eine von der andern subtrahirt. Dadurch ergiebt sich der gesuchte Werth 


ri (+3 — a’ a 
Er 7272077 


Aus (5.) läfst sich 5 finden, indem diese Gleichung wieder in zwei zerfällt 
wird, von denen die eine 


v) @-Oyi-m = ipyi—a 








*) Bekanntlich heifst a&—bi die zu «+bi conjugirte Zahl. 
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ist. die andere gleichfalls linear nach yl— a‘. Eliminirt man diese Gröfse. so 
findet man 





r 1— zb’ — Ber hen A a 
zy1i—#"O+öyil—r’z’ 


Anmerk. Im 45°" Bande dieses Journals giebt Archelot p. 227 For- 








meln für « und yl—x;5‘, die in anderer Gestalt auftreten. Wenn wir unsere 
Bezeichnung beibehalten, so sind seine Ausdrücke 


Yi+2 y1+2—y1—z y1—$ 
— Yl+xz YI+R&+ YI—az YI—aE 
7) Mar + Mt ie, 
y1+2 yl+5+Y1—z yi—° 
Die Uebereinstimmung dieser Werthe mit den obigen ergiebt sich leicht. Multi- 
plicirt man nämlich Zähler und Nenner in (6.) mit 2, so sind dieselben un- 
mittelbar die Quadrate der Zähler und Nenner von (6*.). Die Gleichheit 
der andern Formeln zeigt sich, wenn man Zähler und Nenner in (7.) mit 


7? multiplieirt, und die Identität 








wa ..9 


| 


























1—.’—y1—5 


Nrzyız- Mel = 214#2-VI-RR RD) 
\} | } u; } 2 7. Z } } — 


J 








benutzt. 
5... 

Die gefundenen Werthe von a und b sind offenbar reell, man sieht 
ferner leicht ein, dafs ste kleiner als 1 sind. Zunächst folgt nämlich aus 
(o.), dals 1—» reell, d.h. dafs 4<-1 ist. Ferner sieht man aus (7), 
dafs y1— a? reell, d.h. «<<1 ist. 

Ferner sind a’ und b’ continwrliche Functionen von x. Es könnte «a? 
nur discontinuirlich werden, wenn der Nenner in (6.) verschwindet, d.h. wenn 
zugleich 2+{ und » gleich O sind. Es ist aber 2+5=0, wenn z rein 
imaginär — n? ist; dann wird y=?2y1-x'n‘, also gewils nicht 0. Aus (/.) 
folgt die Continuität von 5’; selbst wenn z-+-T=0 ist, mufs 5? continuirlich 
bleiben. indem selbst in diesem Falle. d. h. für ein rein imaginäres z der 





> / —3 / [>57 09 
gi 1— ’— yi—2£ FLz 
Ausdruck Br ER) Li : aus 


4 _ +2 1-24 IE 


y1— za’ nie verschwindet. 








continuirlich bleibt. und 





Sinfache Combinationen der Gleichungen des vorigen Paragraphen lehren. 
für welche z die Gröfsen « und b’ ihren gröfsten und kleinsten Werth 




















; 
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1 und O erreichen. Es wird 
@—0; wenn 2 rein imaginär ist, 
’ N 5. 
@—1; wenn 2 reell ist, und dabei zwischen 1 und — liegt. 
% 


b’—0; wenn x reell und < 1. 
b’=1; wenn 2 reell und >—. 


Die Grenzfälle sind hier überall eingeschlossen; z. B. wird @ noch gleich O 
für z=—=0. 
Stellt man die imaginären Gröfsen auf bekannte 





Art geometrisch dar, nimmt die Achse der ÄX als n 

Achse des Reellen (Fig. 1.), die der Y als Achse Pr 

des rein Imaginären, sind ferner AX und AY die .Z 

posiliven Seiten, so kann man die Werthe 1 und — 

durch M und N repräsentiren (indem man x die . ne 
1 N NM A M N 


positive Wurzel aus x nennt), —1 und Er; 
durch M’ und N’. Es wird dann «= für alle 
Puncte, die in Y'Y liegen; «—=1 für die Linien 
MN und M' N’; es wird b=0 für das Stück M'M; y’ 
»">—1 für NX und N’X'. 





$. 8. 


Indem wir nun zur Zeichenbestimmung übergehen, bemerken wir vor- 
läufig, dafs es nur nöthiy «st, die Vorzeichen der beiden Ausdrücke 





ayl— a yl—za — A 

bi-R/I—AR — B 
zu kennen; die Zeichen der sechs Factoren von A und B bleiben der Natur 
der Sache nach unbestimmt. Nachdem $.7. gezeigt wurde, dafs «° und Öb? 
continuirliche Functionen von x sind, wird sich zunächst beweisen lassen, 
dafs auch A und B continuirlich sind, ihr Zeichen also nur für «0, 
b=0, «—1, db’ —=1 ändern können. 

Zur Abkürzung soll [Z] entweder +1, —1 oder Null vorstellen, je 

nachdem Z positiv, negativ oder Null ist. 

Multiplieirt man die reellen Theile der ersten und zweiten Gleichung von (1.) 
mit einander, und dividirt durch den reellen Theil der dritten, so findet man 
Zuyl—a® _ Ne+Hlfi—-2’+ IH) 
y1—x°a° p 
Journal f. d.M. Bd. LIll. Heft 3. 27 
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und auf ähnliche Art: 











By ar (za) = NE P | 
v yi—2 ee a 
Da p nur verschwindet, wenn yl1—z°2” rein imaginär, d.h. 3 reell und > Dote 


ist, und in diesem Falle auch Y1—=?+y1—D—=0, der Quotient 


y 5 + yı—? 
Nat fId 





aber gleich 
I 4 1-z’—yil— 


we; 11—2’— Y1— 








ist, und gewifs nicht verschwindet, so ist die ae also auch die linke Seite 
der ersten von den vorstehenden Gleichungen continuirlich. Auf ähnliche Art 
folgt die Continuilät beider Seiten der zweiten Gleichung. Da ferner 1— x’«a® 
nie verschwindet, so sind 4 und B continuirlich, und ihre Zeichen sind durch 
die Gleichungen 








u 
4] — 

[4] Ge: 
m — 3— 6 ve— Bee | 

a 2, TR 





gegeben. Will man also den Zeichen von A für den ganzen Lauf von 2 
folgen, so wird man zunächst aus den Anfangswerthen von & das Anfangs- 
zeichen von A berechnen; dasselbe Zeichen von A bleibt sicher so lange, 
bis @ gleich O oder +1 wird, d.h. ($. 7.) bis & rein imaginär oder reell, 


- f 4 . 1 . . 
gröfser als 1 und kleiner als — ist. Erst dann hat man eine neue Rechnung 


RE ENE RN LE 





für [A] anzustellen. Ähnlich ist es mit [B]. 

Diese neue Rechnung, oder vielmehr die jedesmalige Wiederholung 
derselben Rechnung an den kritischen Stellen kann man jedoch ersparen. Wird z 
wie oben gleich m--n? gesetzt, so sind jene kritischen Stellen die, an denen 
m oder n verschwindet; je nachdem die verschwindende Gröfse ihr Zeichen 
behält oder wechselt, wird auch A oder 3 sein Zeichen behalten oder wechseln. 

Um dies zu zeigen, kann man auf die Formeln des $. 4. zurückgehen. 
Verschwindet zunächst m an einer Stelle, so wird yl—2? eine reelle Gröfse, 
die dasselbe Zeichen hat wie der reelle Theil dieser Wurzel für das unmittel- 
bar vorhergehende oder folgende z. Es folgt ferner daraus, dafs der imaginäre 
Theil der Wurzel sein Zeichen behält oder wechselt, je nachdem m es behält 





oder wechselt. Das Gleiche gilt von yl—x'2°. 


ER TEEEN REN 














12. Heine, Reduktion elliptischer Integrale. 209 


— 


Verschwindet n an einer Stelle, so sind bei Betrachtung von yl— x’ 
„wei Fälle zu unterscheiden. Ist erstens m <Z1, so wird der reelle Theil 
der Wurzel sein Zeichen behalten, der imäginäre es mit rn zugleich wechseln. 
Ist zweitens m > 1, so wird der imaginäre Theil sein Zeichen behalten, der 


WER pr. pr 1 

reelle es mit » wechseln. Hieraus folgt ferner für yI— z°z’, dafs wenn m < — 
% 

ist, der reelle Theil sein Zeichen behält, der imaginäre es mit n wechselt; 
wenn m > —, 50 behält es der imaginäre, während der reelle es mit n wechselt. 


Unter Anfangswerth von [A] und [B] verstehen wir den, welcher zu- 
erst nicht Null ist. 

Es läfst sich nun leicht erkennen, ob an einer kritischen Stelle A und 
B ihr Zeichen ändern. Wird «=0 d.h. geht x durch das rein Imaginäre, 
so wird + —=?2m sein Zeichen mit m wechseln. Die übrigen Gröfsen in 
[A] behalten ihr Zeichen; also wechselt A sein Zeichen mit m. Wird #1 


7 . ! 
so geht z durch den reellen Werth »», der gröfser als 1 und kleiner als = 
ist. Also behält + = 2m sein Zeichen, ebenso 1 —r’-+yY1—- zT, 








während Y1— 2°--y1—[ es mit n wechselt; also wechselt A sein Zeichen 


mit n. Ist 4=0 so erhält z einen Werth m, der kleiner als 1 ist; nn. 
[) 


ist 2n und wechselt daher sein Zeichen mit n. Es wechselt also 3 sein Zei- 
chen mit n. Wird #1, so ist z und #2 gröfser als 1; es wechselt also 
B sein Zeichen mit n. Wir haben also folgende Resultate: Wechselt der 
reell& Theil von z sein Zeichen, oder wechselt der imaginäre Theil von z 


. . . . “ . 1 . 
sein Zeichen, während hierbei der reelle zwischen 1 und y. liegt, so wechselt 


es auch, und nur in diesen Fällen, A; es ist dann der Werth von «° resp. 0 


oder 1. Wechselt der imaginäre Theil von & sein Zeichen, und ist der reelle 
Fig. 1. 
X 


dabei <1 oder >, und nur dann wechselt B 


sein Zeichen; es ist dann Ö* resp. O oder 1. Geo- 
metrisch genommen wechselt A sein Zeichen, wenn 
die Curve 2 die stärker gezogenen, B wenn sie die 
schwächeren Theile der Achsen in Fig. 1. durch- &.—— a — na 
schneidet, und zwar bedeuten der Reihe nach die 
obigen vier Fälle, dafs die Curve z die Achse Y'Y, 
das Stück MN oder M'’N’, drittens M’M und vier- 
tens NA oder N’X' durchschneidet. y 











27% 
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Solange [A]=0 oder [B] = 0 behält « und resp. 5 denselben Werth; 
z bleibt dann auf einer der Achsen. 

Wir folgen nun dem Laufe von z& und bezeichnen der Reihe nach die 
Werthe von « und 5, bei denen eine solche Zeichenänderung Statt findet, 
oder vielmehr ihre Zahlwerthe mit &,, &, ... &„, Fesp. mit Pi, Bay ++. Pr: 
Die @ und 5 sind also O und +1. Es seien ferner «&,, 4A, fu, B die Zahl- 
werihe von den Anfangs- und Endwerthen von « und 5, die also aus (6.) 
und (7.) berechnet werden. indem man in diese Formeln das 2 einsetzt, 
welches = g und 2 = entspricht. Die Anfangswerthe von [4] und [B] 
seien endlich [A,] und [B,]. 


$. 9. 


Nach diesen Vorbereitungen hat die Zerlegung von J, d.h. also von 


/ dz 
J’ YMi1-z!Y1—z!' 


wo 2 aul gegebenem Wege von einem gegebnen Anfangswerthe zu einem 
gleichfalls gegebnen Endwerthe wächst, keine Schwierigkeiten. In die For- 
mel (2.) hat man für @ und 5 die Werihe zu setzen, die ihnen nach $. 6. zu- 
kommen. Sind nun « und ? die Zahlenwerthe von @ und 5, und verstehen 

















wir unter yYl—a’, Yl—za, YI— pP, y1—zß? die positiven Wurzeln, so 
wird für das Glied 














a’ b' 
Yl-a’yI— za’ Ip y1—rb: e 
in (2.) jetzt 
a ' 
[4] BB —E 














Y1—#y1—x,f 
selbst an den Stellen zu setzen sein, an welchen [4] und [3] Null sind (weil 


für diese « und 5 constant sind). Zerlegen wir die beiden Integrale auf der 
rechten Seite in eine Summe solcher, in denen A und B ihre Zeichen nicht 


s : er 
Nie! y1— ra: 


ändern, so wird schliefslich 


ui: Bu all » Vera -/ pen Hm 
+:2[B,] Uleer ser; nr erg a 


> 
Po 











Die Function, welche unter dem Integrale steht, ist in der ersten Zeile 
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dß 


und der Werth eines jeden 














da j f 
- „ in der zweiten ; =, 
y1— a? Y1—x?e? y1— #? yl— x? p? 


Integrales, mit Ausnahme des ersten und letzten jeder Zeile, in der ersten 0 
oder K, in der zweiten O0 oder A’. Man wird also die Zerlegung leicht vor- 
nehmen können, es mag % analytisch gegeben oder als Curve gezeichnet sein. 

Als Beispiel wählen wir einen besonders wichtigen Fall, nämlich den, 
wo z in J von O zu einem gegebnen Werthe Z geht. ohne jemals rein reell 





oder imaginär zu werden. Für z— 0 mögen yl— x? und Y1— zz? gleich 
-+-1 sein. Es ist also & eine beliebige Curve oder Gerade, die A mit Z ver- 
bindet, ohne die Achsen zu schneiden. Es ist dann [A,] offenbar +1, wenn 
Z im ersten oder vierten Quadranten liegt, sonst —1; [B,] gleich +1. für 
ein Z im ersten oder zweiten Quadranten, sonst —1. Ferner ist &, = P,—V. 
A und 3 werden nach (6.) und (7.) für z—= Z berechnet, und dann ist .J 
die Summe der zwe2 Integrale 


u de x BE) dB 
Alf +:[B, 
| y yi—e! YI—x’a’ rel U y1— A? y1— x? P? 
Man wird übrigens leicht bemerken, dafs durch (8.) die Eigenschaft der 
Periodieität für die elliptischen Integrale streng bewiesen ist. 














Allgemeiner Fall: » ist imaginär. 
$. 10. 
Die Untersuchungen der vorigen Paragraphen lassen sich leicht auf den 
Fall ausdehnen, dafs x eine imaginäre Zahl ist; der Fall, dafs x rein imaginär 
wird, der sich auf den eines reellen x ohne Mühe zurückführen läfst, soll hier 
ausgeschlossen werden. Den reellen Theil von # denken wir uns positiv. #7 


wie früher ($. 1.) kleiner als 1. 
Entsprechend dem $. 6. werden hier die Formeln für « und 5 ent- 


wickelt. Dazu bedienen wir uns der Gleichung 
(4) adp= —yyl— 
und einer zweiten, die aus Gleichsetzung der reellen Theile von (3.) entsteht; 
diese geht mit Hülfe von (d.) in 
(.) ar = —gfl—a 
über. Die Elimination von @ oder 5 aus (d.) und (e.) giebt 
9) Per— (PP P—r)—g = 0 
(10) Pr —- Wr — PP —)— 0, 
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so dafs « und Ö aus bekannten Stücken p, 4 und r gefunden werden können. 
Es ergeben sich nämlich für «° und 5? die zwei Werthe 


rer P—q’—r’+YD 
Bi), 5): 








DB u: a 
(12.) B u p = ryYD 


2 


wenn D gleich (F--r?— p’)’+4p’g° gesetzt ist. Es läfst sich übrigens D 


auch als Product 
FHPtar Hr mM —PptWlr—p— gi) 
darstellen. 
&. 11. 

Die gefundenen Werthe genügen zwar den ursprünglichen Gleichungen. 
lösen unsere Aufgabe aber nur dann, wenn « und 5 reell und kleiner als 1 
werden. Man wird deshalb in (11.) und (12.) nur die oberen Zeichen neh- 
men dürfen; die zweite Lösung ist zu verwerfen. In der That wird die linke 
Seite von (9.) für «= 1, 0, —x resp. posiliv, negativ, positiv, also liegt 
eine und nur eine Wurzel «° zwischen O und 1, die andre ist negativ. Ebenso 
verhält es sich mit 5°. Wenn wir von nun an über die Wurzeln « und 5 
der Gleichungen (9.) und (10.) handeln, so sind diese allein hierher gehöri- 
ven mit den oberen Zeichen gemeint. Zur bequemeren Berechnung derselben 
kann man nach Anleitung des $. 4. 


r —=o0 sind 
q — Ve—p'cos0 
setzen. wodurch man 
a — +cos# 
(13.) 2a Vo'—p* 
13 0 


erhält. Die Vorzeichen bleiben natürlich unbestimmt. 

Im Folgenden werden « und 5 für besondere Werthe von z zu be- 
trachten sein; dabei wird man oft bequemer auf (9.) und (10.) als auf die 
aufgelösten Gleichungen zurückgehen. In einem Fall ist besondere Vorsicht 
hierbei anzuwenden, nämlich wenn man findet, einem 2 entspreche «== 0 oder 
b=0. In diesem Falle ist nämlich zu untersuchen. ob die zweite Wurzel 
für a’ resp. 5° positiv, Null oder negativ ist, und nur in den letzten beiden 
Fällen ist O wirklich die hierher gehörige Wurzel, während sie im ersten Falle 
nur die Grenze der negativen Wurzel «° oder 5? ist. 


N 
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$. 12. 

Die gefundenen Werthe von a’ und b’ sind continuirlich. Für 
keinen Werth von z können p und g zugleich verschwinden, da p=0 vor- 
aussetzt dafs zz reell und gröfser als 1, y—=0 dafs z reell und kleiner als 1 
ist. Ist »=0, so kann im Allgemeinen nicht r—0 sein; denn für p = 0 
wird 





 - 1-zFr(i1— 2 Y1-0) 


— gi. 22 


” 
| 





| 


Da aber y mit p nicht zugleich verschwindet, so mufs zz —1 sein, ein Fall. 
der nur am Anfang oder Ende des Laufes von z vorkommen kann. 

Es kann a° nach (11.) nur discontinuirlich sein, wenn es für p — 0 
unendlich wird. Aus (9.) ergiebt sich aber für p = 0 


q? 
tr 
also ein endlicher Werth, der auch positiv ist (da, wie wir eben zeigten, 4 
nicht Null sein kann), also hierher gehört. Auch 5° ist continuirlich; eine 


Discontinuität kann nämlich nur für r—0 eintreten, für welchen Fall nach (10.) 


a —= 


2 


En 
Ber ini 
wird, also positiv und endlich bleibt, wenn nicht auch 4 verschwindet, d. h. 
wenn nicht & gerade gleich +1 wird. Für diesen Fall wird » sicher nicht 
Null, also der obige Ausdruck für 5° gleich Null. Dieser Werth gehört aber 
wirklich der positiven Wurzel als Grenzfall an, indem für r=0 und y=0 
aus (9.) unser «° gleich 1, daher aus (d.) das hierzugehörige b=0 folgt. 
Auch hier mufs man untersuchen, an welchen Stellen a’ und b' 
ihre gröfsten und kleinsten Werthe 1 und 0 annehmen. Damit «’ — 0 
sei, mufs nach (9.) zunächst 9—=0 werden. Dann reducirt sich diese Glei- 
chung auf &(@p’—p’+r’)—=0, so dafs, wenn O0 der Werth der hierher 
gehörigen Wurzel sein soll, pP —r” negativ sein mufs. Für g==0 ist aber 


r — p.y1—z’, und daher mufs — p?2? negaliv, d. h. z rein imaginär sein. 
Die Bedingung = 0 wird dann von selbst erfüllt. 
Auch wenn 5=0 sein soll, mufs g verschwinden, aufserdem aber 


2 2 »? 


negaliv sein. Es wird aber g nur Null für ein rein imagi- 








r* 4— z? 
näres 2, und dann wäre jener Ausdruck positiv; oder wenn 23 reell und < 1. 
und dann wird er wirklich negativ. Es wird also d&=0 für z<1. 
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Soll #@—=1 sein, so mufs nach (9.) nothwendig r’ — 0 sein; 5b? wird 
I für 2=0. Wir haben demnach folgende Resultate: Es ist 
a0; wenn & rein imaginär wird. Dann ist =). 3 
5’=0; wenn z<Z1. Auch dann ist g=0. 

a—1; wenn r—=(. 

5’—=1; wenn p =. 
$. 13. | 
Diese Resultate lassen sich leicht geometrisch 
deuten (Fig. 2.). Es wird «= 0 auf der ganzen 
Achse des Imaginären Y'Y; 5’=0 auf dem ; 
Stücke M’M der reellen Achse, wenn M und M’ 
— wieder die Repräsentanten von +1 sind. Es mö- ; 








r ; 1 * 
sen N und N’ wieder +— vorstellen, dann wird 


PA 
5’—1 für die Geraden NS und N’S’, d. h. für die 
Verlängerung der Geraden N’AN in’s Unendliche, 
Pia indem für alle Puncte dieser Geraden #2 reell und 
vr > ist. Es wird endlich «==1 für ein Curven- 
stück, welches in der Figur M mit N und M’ mit N’ 
verbindet, und welches einer Lemniscate angehört. 


Dals die Bedingung r—=0 wirklich eine Lemniscate giebt, läfst sich 
leicht auf folgende Art darthun. Setzt man 





REN AAN? 


er ee 

















= N ia) 
und bezeichnet die rechtwinkligen Coordinaten eines Punctes 2, auf die Achsen | 
X'X und Y'Y bezogen mit m und n, so dafs = m-+n: und (=m—ni, ı# 
macht man ferner —=9g-+Äht, so wird 

s—= "Sr Arte) 
also | 
mn 1— y)—+ hl(m’ + a) — (m’—n?)) = 0. 
Führt man Polarcoordinaten ein 








h —= 6’ cos?r 
1—y = ce sin? 
m —= 0c0o0s# 
n — o5sin®, 
so entsteht die bekannte Polargleichung der Lemniscate 
| cos2?(n+) 





ee — 


cos?n 
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Da der reelle Theil von x positiv ist, so liegt x im ersten oder vier- 


ten Quadranten. Im ersten Falle ist A posiliv, also sin 277 und cos 2 positiv. 


Es ist daher die Länge des gröfsten Radius - Vector — —I_. Da ferner 


Ycos?n 
<< I so durchschneidet diese Achse den 2ten und Aten Quadranten und 





bildet mit der Achse der X im vierten Quadranten einen Winkel, der kleiner 


als T ist. Lag x im zweiten Quadranten, so ist jene Länge der halben Achse 











5 sie geht durch den ersten und dritten Quadranten; 7 liegt zwischen 
y— cos?n 


I und > und die Achse bildet mit der Achse der A im ersten Quadranten 


den Winkel 1. 

Diese Lemniscate genügt aber nicht der Gleichung r—0 sondern rs—0; 
es bleibt daher zu untersuchen, auf welchem Stücke r —=0 ist, indem nur für 
die vier Puncte M, N, M', N’ zugleich r=0 und s—0 wird, weil für r—=0 
und s—=0 auch r+s=0 wäre. Soll r—0 sein, so mufs yI— Sy1l—x’z’ 





rein imaginär sein; macht man daher für den Augenblick 
\i-O = atbi 
Yi—’=e+ft, 
so folgt daraus ae —bf=0, oder e:f—=b:a. Bezeichnet m eine reelle Zahl, 











‘ Y . { j 7 ne . 

so hat yl—x’z’ die Form EM, es ist aber YI—z=a—bi, also 

m 

1’ —= — (1—-z)m, 
folglich 
. 1-+- m? 
go 
1+x’m? 


Setzt man umgekehrt 2° gleich diesem Werthe, so wird für jedes reelle 
m auch r—=0. Während m von O bis oc wächst, geht offenbar 2° von 1 
continuirlich zu 2 ohne je gleich O zu werden: es wird daher r—=0 für 
jene Stücke der Lemniscate, die M mit N und M’ mit N’ verbinden, ohne 


dazwischen durch den Anfangspunct zu gehen. 
Ein ähnlicher Ausdruck, den man im Folgenden finden wird, nämlich 


u— tfiertzfi-YE—0 
stellt gleichfalls ein Lemniscatenstück dar. Behandelt man ihn wie den frühe- 
ren, setzt also 














v—=tyjl—#. syfl-rr, 
Journal f. d.M. Bd. LIll. Heft 3, 283 
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so findet man 


“N — mn+ hm tn) — 0 
oder die Polargleichung 
BE Deere una A 
Ru h 


Lag x im ersten Quadranten, so durchschneidet die Hauptaxe den zweiten 
und vierten Quadranten, sonst den ersten und dritten. Sie bildet mit einer 
Richtung der XAxe den Winkel -_ Die z desjenigen Theiles der Lem- 
niscate, welcher w—=0 entspricht, werden durch die Gleichung 


h 1 
5 == gt 





gegeben, wo u irgend eine reelle Gröfse vorstellt, so dafs wieder zwei Lem- 
® .. . . 1 ® 
niscaten-Stücke hierhergehören, welche in dem Punkte — und = endigen, 


die aber in A beginnen. Es ist auch leicht zu sehen, welche von diesen 
Stücken zu nehmen sind. Es ist klar, dafs nicht für dasselbe & zugleich « 
und r verschwinden, weil nicht ein reelles m und w existirt, für welche 


1-+-m? 1 


1itxm! x’— u 
ist, weil sonst x° gleich der reellen Gröfse 1--u?(1--m?) wäre. 


$. 14. 

Wird an einer Stelle p, g oder r gleich 0, so können sie dann ihr 
Zeichen ändern. Offenbar ändert y sein Zeichen unter denselben Bedingungen 
wie im $. 8, nämlich wenn 3 die Achse Y'Y 
schneidet, d. h. wenn % rein imaginär wird, und 
m der reelle Theil von & sein Zeichen ändert; ferner 
auch wenn z das Stück M’M durchschneidet, d. h. 
reell und <-1 wird, und dabei sein imaginärer Theil 
das Zeichen wechselt. Es ändert p sein Zeichen, 
. wenn 2% die Linien NS oder N’S’ durchschneidet, 
d. h. wenn der imaginäre Theil von x2 das Zeichen 
wechselt, und dabei #2 reell und —1 wird. End- 





Fig. 2. 








Na lich wird r sein Zeichen ändern, -wenn 23 eines der 
hr Lemniscaten-Stücke MN oder M'N' durchschnei- 
det, was man vermittelst der Polargleichung des 
$. 13 analytisch ausdrücken kann. 
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Die letztere Behauptung erweist man durch Betrachtung des Productes 


in 5 — 2mn (1— g)+hl(m’{n?) — (m —n?)), 


das für = und n gleich ©, also auch für jeden Punct aufserhalb der Lem- 
niscale das Zeichen von A hat; für jeden Punct der Linie selbst O ist; für 
den Punct im Innern m —=4, n—(0, also für alle innern Puncte das Zeichen 
von — A hat. Es ändert also rs sein Zeichen, wenn z die Stücke MN und 
M'N' durchschneidet und zwar dadurch. dafs r durch Null geht, nicht da- 
durch dafs s verschwindet. Es hat also r das Zeichen geändert. 


$. 15. 
Auf ganz ähnliche Art wie im $.8. untersuchen wir hier die Zeichen von 


A = ayl— a(Yl— Aa yl— ya) 

B—= bl —b’(Y1— zb’ + y1—yıb°) 
und bilden deshalb Ausdrücke, die mit A und B gleiche Zeichen haben; die 
Gleichungen (d.) und (e.) des $. 10 werden hierzu jedoch nicht ausreichen, 
da in ihnen yl—x°« und y1—x;5° nicht vorkommen. Man gehe deshalb 
auf (4.) zurück, dividire beide Seiten durch 2, und nehme die reellen Theile. 
Benutzt man dann die Gleichung 


1— = ri, 























die aus (d.) und (e.) folgt, so wird 


Ast — NB-IU-a) tar IR + IR) 
p 
erhalten. Eine zweite Formel, die wir hier anwenden, folgt aus (3.) und 








(4.) durch Elimination von yl—x’z’; daraus entsteht 








FRE a: 7 BER et 





D 
EN = 


Der reelle Theil der vorstehenden Gleichung giebt 
b?zö(y1—x#’a’+ y1—y?a’)a 


y1—a? 














— - Lei -F-efi-F4 ia 9 @— 0). 


Die obere Formel lehrt, dafs, da «° continuirlich ist, dasselbe für A 
gilt, vielleicht mit Ausnahme des Werthes p=0, für den (s. oben) 5 nicht 
Null ist. Da für keinen Werth, der im Laufe von z vorkommt, r zugleich 


Null wird, so sieht man aus der letzten Formel, dafs A auch dann noch con- 
28 * 
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tinuirlich bleibt; es bleibt sogar noch continuirlich für py=r=0; d.h. für 
z2—1. Es kann daher A wiederum sein Zeichen nur ba «a —=1 oder 
O0 ändern. Da nun «° eine continuirliche Function von s=m-+n?, oder 
von m und n ist, und O und 1 ihre kleinsten und gröfsten Werthe sind, so 
ist, auch ohne dafs die Rechnung ausgeführt wird, klar, dafs eine unendlich 
kleine Aenderung der ersten Ordnung von 2 — sie sei e — an den betref- 
fenden Stellen, eine Aenderung zweiter Ordnung, also von der Ordnung « 
für @’ giebt. Es öst nun a—= (0 wenn 2 rein imaginär —= n wird; für die- 
sen Fall hat man A== 0. Aendert sich x dann um e, so ändert sich 4 
um ein Glied der Ordnung e; z—{[ und 1—.a° sind endliche Gröfsen, d.h. 


nicht O; a’ ist von der Ordnung 8°, so dafs un das Zeichen des neuen 


A bestimmt. Es ändert daher ($. 14.) A sein Zeichen, wenn 2 die Achse 
des Imaginären durchschneidet. Wird a —=1 also r—=0, so ist 1— u’ —=0, 


aber weder ynoch <—£ verschwindet. Da nun die Lemniscate » = die zweite 








Syi— Ar+zy)l—yYl = 0 
(s. $. 13.) nicht schneidet. der letzte Ausdruck daher für = 0 nicht ver- 
schwindet, so bestimmt das Zeichen von 
atr(cyı—x’2’+2 y1—y’l®) 
P 
das Zeichen von A, so dafs A sein Zeichen wechselt, wenn & die Lemniscaten- 
Stücke MN und M'N' durchschneidet. 


Um das Zeichen von B zu finden, dividire man (5.) durch 2, und 


multiplicire mit u die Gleichsetzung der reellen Theile giebt dann 























y1—b 
+ VY1—y?b° (z+&)gq ib’r - 2 
z ‚b.) _ nr een — % iR ( /1 en u 4: 2 P4 
u ; 
und nach Multiplication mit 1— 5’ — m einen zweiten Ausdruck: 





B — Tl ge+d+ibrejI—rr ei) 
Es bleibt daher auch B continuirlich, ändert folglich sein Zeichen nur für 


#—0 und #>=1, und zwar nur und immer, wenn % die Stücke MM 
oder NS oder N’S’ durchschneidet. 


$. 16. 
Wie im $.9. seien jetzt [A,] und [B,] die Anfangszeichen von A 
und 3; wir folgen dem Laufe von x und nennen den Zahlwerth des an- 
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fänglichen a wieder «,, des letzten « gleichfalls Q, Fig. 2. 
die entsprechenden Stücke für 5, 9, und 8. Die 
Zahlenwerthe der « an den Stellen, an welchen die 
Curve z die in der Figur stärker gezogenen Linien 
schneidet, heifsen der Reihe nach «&,, &, ... Am» 8 
so dafs beim Durchschnitt mit der Achse Y'’Y immer 
@e—=0, wenn MN oder M'N’ durchschnitten wird, * 
a«a—1 gesetzt wird. Ähnlich setzen wir = 0 beim | 
Durchschnitt mit M'M, %==1 beim Durchschnitt mil h ko: / 
NS oder N’S’, und haben dann wieder für J die Me 
Formel (8.), in der YI—«', yYl1— P? die positiven 
Wurzeln, yYl—x’«‘, 1—ß? die mit positivem 
reellen Theile vorstellen. 

Dem besondern, am Ende des $.9. angegebenen Falle entspricht das 
Resultat, welches bereits im Monatsbericht der Berliner Akademie 1855 p. 306 














mitgetheilt wurde. 
$. 17. 

Wird x reell, so mufs (9.) und (10.) dieselben Werthe für @ und 5 geben. 
welche man $. 6. findet. Da es einige Mühe zu machen scheint, dieses zu zeigen, 
so soll die Rechnung wenigstens für die eine Formel hier ausgeführt werden. 

Es ist offenbar 2» das Product der beiden Factoren 


f = Yi+ryi+rt+ Vier y1<72 
fı = Yii-z2y14+75+ Yl+ 22/172 


























und Ne 
2 1— — 1-5) = 99 
wenn 
9, = Yi+ry1+5—-yY1—-syl-5 
9ı = yi—-zyi+5—-yil+zyl 5 
endlich 


4(p —g’ zB r?) PER PEARG Mg 42? (x y), 
so dafs (9.) in 
Hedge NN — 0 
also für <—=y in 
fg) —g) = 0 
übergeht. Es ist daher « — fE oder @&— %:, von welchen Werthen aus 


Pe 


naheliegenden Gründen jedoch nur der erste zu nehmen ist. 
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$. 18. 

Wir schliefsen diesen Theil mit einer Stelle aus einer Arbeit von 
Jacobi, Bd. 8, p. 416 und 417 dieses Journals, die wir der Vollständigkeit 
halber, mit ganz unwesentlichen Veränderungen hinzufügen. 

Die elliptischen Integrale mit reellen Grenzen, welche kleiner als 1 
sind, auf die wir im allgemeinen Falle J zurückgeführt haben, enthalten einen 
imaginären Modulus 2. Jacobi hat die Substitution angegeben, durch welche 
ein solches Integral sich in die Form M--N; zerlegen läfst, wenn M und N 
reelle Abelsche Integrale bezeichnen. Nach dem Obigen ist J auf eine Summe 
oder Differenz von Integralen 
— /' dx 
197 yl— a” y1—x’r’ 


0 











zurückgeführt, wo, 7, yl— x’ und der reelle Theil von Yyl— x#°x’ so wie von 
z positiv sind. Selzt man 


4) ur 
Be. rr, 
u Be 
(15.).:: eo rg 


so dafs sowohl A als « positiv sind, ferner z=e-+fi, so ist u<1. Wen- 
det man nämlich die Substitution des $. 4. an, macht also 








1 = o5sin® 
f — yo’— e cos6, 
so wird 
z = e-+icosd yo’ — € 
2 = Ve —e —ıecosb, 
also 
e? 
kl —— u = c08°# 
ge —e 


d.h. « <1. Führt man durch die Substition 


_ ./A+Y)U—u)2 
ee An 7 


statt x die Gröfse x ein, indem man die Wurzel positiv nimmt, so wird 2 
reell und < 1 sein. Man findet nämlich für z die Gleichung 


hu —z(ı—u u kt. RR === I): 
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für 20 und z=1 ist aber die linke Seite resp. — 1 und positiv, weil 
sie selbst im schlimmsten Falle, d. h. für 21 nicht negativ wird. Ein 
Werth von z ist also positiv und kleiner als 1; es mag für = n der Werth 
von 2 gleich Z sein. 

Es wird nun 














— /(1— 2) (1-+Auz) 

er SE | 

yi ” ] (1-+4z) (1— uz) 
I-22 — 1FizyAu 





/ “ 

yA+22)(1—us) 

wo die oberen oder die unteren Zeichen zu nehmen sind, je nachdem f, der 
imaginäre Theil von x, positiv oder negativ ist. Ferner ist 


























de — 4 Fa In ee 
yz(1-H42)? (1—uz)? 
also | 
L= M+N:;, 
wenn 
nn E 
M = ıy1+ıiYy1— u an 
LEE } Ysyl—zyltiz Yluzyitiuz 
N ri en See en 
,» VYil—zyl+Az yl—uzy1l+Auz 


gesetzt wird. 


TI. Abtheilung. 


$. 19. 
Nach den Untersuchungen im ersten Theile ist es leicht, das Integral 
h dx 
H = — 
I er 








in die Summe eines reellen und imaginären Theiles zu zerlegen. Es bezeichnen 
hier a, db, a, 3 reelle oder imaginäre Constante; unter g und 4 sollen reelle 
Grenzen verstanden werden, zwischen denen x sich reell bewegt. Würde x 
auf gegebne Art zwischen irgend welchen Grenzen sich bewegen, ohne dafs 
es fortwährend reell zu sein brauchte, so würde unsere Methode sich unmittel- 
bar auf diesen Fall übertragen lassen. Wir denken uns, dafs die Quadrat- 
wurzeln sich continuirlich ändern, und dafs die Zeichen derselben für eine 
Anzahl von Werthen von x gegeben sind, die hinreichend ist, um sie für 
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jedes x zu bestimmen. Verschwindet z. B. keine Wurzel, so genügt die 
Angabe der Zeichen für ein x. (M. vergl. $. 3.) 
Man setze nun 


ASS 





a— a)’ +(b— P)* 
— Yo T6- pP) 


indem man unter & und P solche Wurzeln aus b’ und /° versteht, welche den 





Modulus von x kleiner als 1 machen, und die Wurzel so nimmt, dafs ihr reeller 
Theil positiv ist. Ferner setze man & 





M = Yu—o”-+(b+P), 

das Zeichen der Wurzel beliebig genommen, und führe durch die Gleichung 
1-2 5b (x—e)’+P 
1422 PB (w—a)’+b? 

oder, was dasselbe ist, durch 


Bl — +) Ile — a)’ +) 

Pla — a)’ +b°) +b((e — a)’+P*) 

eine neue Veränderliche z ein. Hierdurch ist 2, ebenso 1— 2°? und 1— x’z 
bestimmt; unter den Wurzeln aus den letzten Gröfsen sollen folgende Aus- 
drücke mit bekanntem Zeichen verstanden werden: 


 z. 2ybB ((e —e)’+ PB’) — u) — ((e— a)’ +b*) (X — a) 
er Al —a)’+b°) +bl(r— e)’+P°) 


are — a)! +9? Ver — a 
aa FOR FR) 


wenn YbR eine willkürliche, aber feste Quadratwurzel aus 5% ist, und die 
übrigen Quadratwurzeln die früher bestimmten Zeichen haben. Dann wird 


1 *h z'dır 1 
us yi-zti—at Aa 


Sollte x eine rein imaginäre Grölse geworden sein, so kann man durch die 
Substitution 








2ECGE= 





2 

















Y1—-e2 — 








ne 


J auf ein ähnliches Integral mit einem neuen Modulus x zurückführen, der 
reell und <1 ist; natürlich ist es nicht nöthig, zweimal zu substituiren; man 
kann gleich für x die Gröfse y einführen. J zerlegt man nun nach den Re- 
geln des ersten Abschnittes. 
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$. 20. 

So lange «, b, «, P, allgemein bleiben, gelang es uns nicht, in den 
Endformeln wesentliche Vereinfachungen vorzunehmen; die Berechnung aller 
hierher gehörigen Werthe bietet offenbar keine anderen Schwierigkeiten dar, 
als die Länge der Rechnung. Ein besonderer Fall, auf den ich bei der Lö- 
sung einer Aufgabe aus der Theorie der Anziehung geführt wurde, läfst eine 
wesentliche Vereinfachung zu, und soll hier als Beispiel behandelt werden; es 
ist dies der Fall 


Ir 
6) H= =/ 
a. Y(x — mi)’ —n?y(x — wi)’— v? 
wenn ın, n, u, v reelle, n und » positive Gröfsen bezeichnen. Die Wurzeln 
sollen sich continuirlich ändern, und so beschaffen sein, dafs ihr reeller Theil, 
wo ein solcher zuerst auftritt, positiv ist, woraus zugleich folgt, dafs der reelle 
Theil für jedes x aufser O positiv bleibt. 








In Folge des $. 19. setzen wir 





N — /murtate, 


die Wurzel posiliv genommen, und MW—=:M, ferner die positive, reelle Gröfse # 


.„ _—_ „/m— u)’ +(n—v)’ 
ER En Ver ' 








dann 

v((x — mi)’ —n?) — n (a — ui)’— v?) 

v((a— mi)’—n?) + n((e— wi)’— v°) 

2iynv ((e— mi)?’—n?) (ar — wi) — ((a— wi)’ — v?) (er — mi) 
AM v((r — mi)’ —n?) +n((a— ui)’ —v*) 





(18) +2 = 


(19) yl—z! = 














raue u ENT Teil Lee. — nn? Y(r— ui)’ — v* 
(20.) yil-x2 — 2ynv (vr — mi)’ —n?) +n ((x — ui)’”—V°) 


wo die ynv positiv genommen wird. Wir fügen noch die zwei Formeln 














1—x2z u (x -— ui)’ — v* 
(21.) 1-+x2 EN 2 mn: 
und 
a Ei nee ker Der) 


v((e— mi)’ —n?’)+n((e— wi)’— v°) 
hinzu. Es wird dann endlich 





| 





N ı 'dz N 
y H m —— En e. 
(23.) M L yi— »’y1— 2° M 
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$. 21. 


Um J zu zerlegen, führe man nach $.4. Polarcoordinaten o, o, n, 6 
durch die Gleichungen 


m —= yo’—1cosn u —= yo’ —1 cos 
n = osinN v = osind 
ein; der Kürze halber sollen jedoch neben e, o, etc. auch m, n, etc. in den 


Formeln gebraucht werden. Ferner sollen e und Ö gleich +1 oder —1 sein, 
je nachdem resp. m oder w positiv oder negaliv sind. Dann wird 





y(l1— im)’ —n? —= e(cosn —iye’—1) 


yd— iu? —v” —= ((c0sd —iyr®—1). 





Die ziemlich mühsame Berechnung von A und B soll hier nicht ausgeführt 


FB. 

1— DB’ 
nach $. 6. aus, und führten in dem Zähler erst an einer gewissen Stelle, 
nachdem ein Factor desselben sich gehoben halte, die Polarcoordinaten ein. 
Ist B gefunden, so ergiebt sich A ohne Wiederholung der Rechnung indem 


n — gleich dem Werthe von 


vyi—x:3 


werden ($.9.); wir drückten zunächst durch die bekannten Gröfsen 











# v1+x3 Y14xL— Yi—xz Yi—xb 
* Yitxzyitxs+ Yi—az Yi—aL 


für 2e= 1 ist. So findet man 











osind— osiny 
"\osind+ osinn 





(34.) --&U = .9.8 








Vm—aj’Fa Fo 
25.) -® 00-4 sin Osinn 


oder 





B Y(m— u)?+(n +»)? 


— 


yi—_B® name Vo’—1yo—1+cosdcosn. 








Endlich ist 
286) y—rn.( eat) 0 





v(m’-+n?) +n(u*+v?)/? 
Die Buchstaben v.r. bedeuten hier, dafs der Zahlwerth des betreffenden Aus- 
drucks genommen werden soll. 





0° 22, DEP ESSESNHRIRDE. "OHR CHTE SE NRGERPRRENEEN EREER ER 





Eee 








j 


RER 
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$. 22. 
Um die Anfangszeichen [A,] und [B,] zu finden, setzen wir in die be- 
treffenden Formeln des $. 8. den Werth 2=0. Für [A,] hat diese Rech- 
nung keine Schwierigkeit, während die Untersuchung für [B,] die Kenninifs 


2—6 
i 





des Anfangszeichens von erfordert, das man jedoch leicht mit Benutzung 


der Rormel (22.) für 2’ erkennt. Setzt man zur Abkürzung 
R = u(m’+n’)— m(u-+v) 
S —= v(m’+n’) -n(wW--v), 

so wird 

«2[RS] 

EI, 


[A.] 
[B,] 


| 


$. 28. 


Es sind endlich die Stellen aufzusuchen, an denen 2 reell oder rein 
<magtnär wird, um zu erfahren, wo A oder B sein Zeichen ändert. 








’ . 1—x2 . 
Es ist z mit Be also nach (21.) mit 
(ze — ui)’ — v? 
(x — mi)’—n? 
zugleich reell. Setzt man den letzten Ausdruck = v, so findet man zwei 


Gleichungen, die stattfinden müssen, wenn © reell sein soll, von denen die eine 


den Werth von v, die andere den entsprechenden von & liefert, nämlich 
R 
u — 


u—m 


Ist also 





ne positiv und <1, so wird, während x von O bis 1 wächst, 2 


für einen und nur einen Werth von x reell sein. Man weils aus $.8, dafs 
es nothwendig ist zu untersuchen, ob dieses reelle z zwischen O und 1, 
zwischen 1 und — oder über > hinaus lieg. Man findet aber für dasselbe 
die Gleichung 








_. mw— un 
3 Tun 
so dafs 
Amnuv 
2 — 


29* 
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244 ’ 1 
also positiv wird, wenn & — w sonst negativ; d.h. es ist z > — wenn 


e—= —(£. Man wird unten sehen, dafs für <= — ( immer 





gröfser als 


r 1 . 
1 ist, so dafs niemals x >— werden kann. Ist &=(, so wird jedenfalls 


2 > 1, weil nach (19.) 





on 2iynve(m—u) 


AM (mv nu) 





yl1—2 
also imaginär ist. 
Soll zweitens 3 rein imaginär sein, so mufs die rechte Seite von (21.) 


ae 0 ei m ; 
durch Vertauschung von 2 mit —? in n a übergehen, woraus sich der be- 





treffende Werth von x, nämlich 
. S 
2’ um. u 
nV 
berechnen läfst. Denkt man sich n>rv, so wird also & reell, wenn S po- 


sitiv ist, und & wird innerhalb der Integrationsgrenzen rein imaginär, wenn 


er. 





aulserdem 


—V 


S. 24. 


Über die Zeichen und Werthe der hier vorkommenden Gröfsen kann 
man noch Folgendes bemerken: 


1. Da n>rv sein sollte, so ist [—- —= [8]. 
2. It e=—(, so ist —1=+; [RI =£. 


3. Führt man die Polarcoordinaten ein, so ist 











R Vo*—i c0osn— Vo’—1c0s6 
de Ze nn ® — 1 Yo? —1-- cosncos 
H—m Tr Voe—1c0sn—-Yo*—1 cos Y ' 1 Yy 

also sicher gröfser als 1, wenn &= —L ist. 


4. Ebenso findet man 


n—v oesinn—osind 


wird der Ausdruck, dessen Zahlwerth 4 ist, positiv, so ist also sicher zu- 





6) 14 osind—osinn (00 — sin Osinn); 





gleich ——_ —>1 und positiv; soll _ <1 sein, so ist jene Gröfse negativ. 


5. Jene Gröfse, deren Zahlwerth «, ist, hat das Zeichen von S. 





ee 
ER TRENSTEN 
RE RRN 9 >” ; 





EEE TELLER 


a 
“ 
* 
ji 
24 
F 
3 
8 
R 
2 
Ei 
& 
2 
Ta 











We 
DD 
| 


12. Heine, Reduktion elliptischer Integrale. 


$. 25. 
Man kann nun J=u-iv setzen, und findet nach (8.) folgende Aus- 
drücke für u und v, die sich übrigens durch die Bemerkungen des vorigen 
Paragraphen noch etwas vereinfachen vum 


het fü y1- = 


Zweitens geht u, je nach den verschiedenen unten aufgezeichneten Fällen, 
in nachstehende Ausdrücke über, in denen die Function unter dem Integral- 
zeichen immer 








da 
yi—e’y1 — x’a? 








ist. 





1. Es sei r nicht zugleich positiv und <1; Allied ebenso, so wird 
Nn—V u—ım 
u = RS]. 
Br 
positiv und <1; ——— wie adi. 
R nn. ; 
—, Positiv und <1, (also auch e=<) 


u 
u— EIRS/ —/"). 


— positiv und <I1, (also auch e= ()) 





Nn—V 





n—V 








sowohl wie 
n—v U— 





i F R 
ist kleiner als —— 
n—v u— m 


u— gurs((/ -/ +f") 


ß. u ist gröfser als — 


BR gsi‘ W. 4) 





Es ist endlich 


v iu 
MR nm 
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S. 26. 
Im Monatsberichte der Berliner Akademie 1854 S. 570 war die Auf- 


gabe zu lösen. 
H, h - 
> 
Ni \ PESCH Sr u m 


in die kanonische Form der elliptischen Integrale zu ER wenn 

N = (2 — im) 

P= (z—iu) 
ist, und die Quadratwurzeln so genommen werden, dafs ihr reeller Theil po- 
sitiv bleibt. Zunächst ist klar, dafs dies Integral gleich dem doppelten reellen 
Theile des Integrales ist, welches sich von H, nur dadurch unterscheidet, dafs 


seine Grenzen O und 1 sind. Um dieses auf die Form von H in $. 20. zu 
bringen, hat man zu untersuchen, ob 











7 Be Ar 


wenn hier wie in dem ganzen Paragraphen die Wurzelzeichen so zu verstehen 
sind, dafs der reelle Theil positiv ist. Macht man für diese Untersuchung 





m — yo?’ — x°cosn 

osinN 

(wo also oe und n für jedes x andere werden), und setzt e= +1, je nach- 
dem »n positiv oder negativ ist, so wird 


n 


\ 























yN’—n? = e(2c05n—iyo’— &°). 
Ferner ist 
DE. >= z+iyo— x?cosn 
z—mi x*sin’n+o? 
[N?— n? 
also der reelle Theil von Ei — gleich 
&0”cosN 
xz"sin’n+eo? 
also positiv, folglich — or - 1-4 Es wird daher H, gleich dem 
doppelten reellen Theile von H, also 
2 8 
H, = RER. dp 


Ni—#y1—a'f 


Be 
$ 
bi 
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wenn &, |, M, x dieselben Gröfsen wie im $.21 sind; d.h. es ist 


m —= yo’—1cosn u —= y0o° —1cos0 


n = osinn v— osin® 





em —v.n.(m) l.u=v.n.(u) 


M— Van—uytantr) 


v— (mu Ha—n’ 
Mi 











M 


Br oo+sinOsinn 





$. 27. 


In den allgemeinen Ausdrücken des $. 19. kommen Quadratwurzeln aus 
Gröfsen wie (ea —a)’-+ 5’ vor, wo a und 5 selbst imaginär sind, während . 
eine reelle Gröfse bezeichnet. Durch eine Transformationsformel. welche den 
im Vorhergehenden angewandten ähnlich ist, kann man auch solche Quadrat- 
wurzeln darstellen. Denkt man sich nämlich «@ und 5 in die Form 


a—e+fi 





zerlegt, so seize man 





— 00008908 v4 yo — =’ yo? —1singpsiny 


| 


yo — z’sinwcosp —eyo —1singcos w 
yo’ — z’sinpcosw— o Yo —1sinwy cosy 


00 sin p sin y + Yo? — x’ yo? —1cosp cos y 





e 
f 
I 
h 


und findet dann 





vze—a”’+b’ — +{ocosy— orcosp-+i(ye® — z’siny+ zyo—1sinp)}. 
Nimmt man o, 0, yo’— x’, yo’—1 positiv, e>r, 0>1, so sind alle Gröfsen 
bestimmt. Man hat nämlich: 


e+h = (go+ Ye — yo —1)cos(y — p) 











e—h = (00 —ye — z’yo—1)cos(y +9) 
f+y = (ey — —oy®—1)sin(y-+p) 
f—-9 = (ey — +oy@—1)sin(y—p), 
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woraus 2. B. für cos(w—g) und cos(w-+9) die Bestimmung 
erh) ‚Un 
cos’(y—p) sin’(w — g) 
eh ME 
cos’(w--Y) sin’(w-4-Y) 
folgt. so dafs sich zcos(w—gp) und zcos/w-+g) geometrisch als Achsen 
von Hyperbeln ergeben. Ihre Zeichen findet man aus den vorstehenden Be- 
ziehungen zu e+4 etc, indem go + y®— a y®—1, oyoe — x’ -+ oyo —1 
positiv zu nehmen sind. Auf ähnliche Weise sind og und o Achsen von Ellipsen. 
Bonn. im December 1855. 
f 
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13. 


Über eine besondere Curve dritter Klasse 


(und vierten Grades). 
(Von Herrn J. Steiner.) 


(Vorgetragen in der physikalisch-mathematischen Klasse der Akademie zu Berlin aın 7. Januar 1856 ) 





Die Curve tritt schon beim geradlinigen Dreieck ein. Füllet man aus 
jedem Punkte in der dem Dreieck umschriebenen Kreislinie auf die Seiten 
Perpendikel, so liegen die je drei Fufspunkte allemal in irgend einer 
Geraden G@, und die Enveloppe aller dieser Geraden ist eine Curve 
dritter Klasse, @°, und vierten Grades, welche die im Unendlichen lie- 
gende Gerade, G,, zur ideellen Doppeltangente hat; ferner hal sie drei 
Rückkehrpunkte und die drei Rückkehrtangenten schneiden sich in einem 
und demselben Punkt. Die Curve berührt namentlich auch die Seiten des 
Dreiecks. so wie dessen drei Höhen, d. h. die aus den Ecken auf die Gegen- 
seiten gefällten Lothe. 

Sei abe das gegebene Dreieck; Ö der Mittelpunkt des ihm umschrie- 
benen Kreises Ö?; ferner aa, db, cc seine drei Höhen und d der gemein- 
same Schnittpunkt derselben; seien ferner «@, ?, y die Mitten der Seiten und 
m der Mittelpunkt des durch diese Mitten und zugleich auch durch die Fufs- 
punkte a, b, ce der Höhen gehenden Kreises m’; endlich sei x der Radius 
dieses Kreises, derselbe ist halb so grofs als der Radius des Kreises d?. Da 
der Punkt m in der Mitte zwischen d und d liegt, so ist d der äufsere Ähn- 
lichkeitspunkt beider Kreise. Wird von den über den Seiten des Dreiecks 
liegenden Bogen des Kreises m’, aa, Pb, yc, von den Mitten der Seiten 
aus, möltels der Punkte u, v, w, je ein Drittel abgeschnitten, so dafs Bo- 
gen au=4oa, Pv—=4Pb, yw=H!yc, so theilen diese Punkte die yanze 
Kreislinie in drei gleiche Theile, so dufs sie die Ecken eines gleichseiti- 
gen Dreiecks uvw sind. 

Ist » ein beliebiger Punkt in der Kreislinie 0? und @ die ihm zuge- 
hörige Fufspunkten-Linie, so hut der aus dem Höhenschnitt d nach p ge- 
zoyene Strahl dp seine Mitte, etwa u, allemal in G@ und zugleich auch 
an Kreise m’; dieser Kreis werde von @ zum zweiten Mal in s geschnitten; 
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der Punkt « wird Mittelpunkt und s Scheitel der Fufspunkten-Linie @ ge- 
nannt. Im Kreise d?” sei p, der Gegenpunkt von p, so steht dessen Fufs- 
punkten- Linie @, jedesmal auf @ senkrecht, und zwar haben beide den 
Scheitel s gemein und ihre Mittelpunkte « und u, sind gleicherweise Gegen- 
punkte im Kreise :n°, und die Durchmesser pp, und wu, sind parallel. Dem- 
nach sind die Fufspunkten- Linien, oder die Tangenten der Curve G’, 
paarweise zu einander rechtwinklig, auf jeder steht eine — aber nur 
eine einzige — bestimmte andere rechtwinklig, und der Ort der Scheitel s 
aller dieser rechten Winkel :ist die Kreislinie m’. Diese Eigenschaft hat 
also die Curve mit den Kegelschnitten gemein. Solche rechtwinklige Tan- 
genlen-Paare sind namentlich auch die Seiten und zugehörigen Höhen des 
gegebenen Dreiecks. Jede zwei zu einander rechtwinklige Fufspunkten-Linien 
heifsen schlechthin ein Paar. 

Jede Fufspunkten-Linie @&(—=@) wird von jedem Paar ın zwei 
solchen Punkten geschnitten, welche gleich weit von ihrem Mittelpunkte u, 
abstehen, eine Folge davon ist: dafs @, von der Curve G’ in demjenigen 
Punkte t, berührt wird, welcher von ihrem Mittelpunkt eben so weit ab- 
steht, als ıhr Scheitel s,, also ıuh, = WSs,. Es folgen ferner nachstehende 
interessante Eigenschaften. Die Gerade, welche durch die Berührungs- 
punkte t, t, irgend eines Paars GG, gehl, ist stels auch eine Fu/spunk- 
ten-Linie @,, und diejenige, die mit ihr ein Paar bildet, geht jedesmal 
durch den Scheitel jenes Paars; zudein hat die Berührungs- Sehne tt, 
constante Länge, nämlich sie ist dem vierfachen Radius des Kreises m’ 
gleich, tt, —=4r. Oder umgekehrt: die Curve G° schneidet jede ihrer 
Tangenten G, in zwei solchen Punkten ti und t,, deren Abstand von 
einander constant, und zwar dem Durchmesser des Kreises Ö’, oder 
dem doppelten Durchmesser des Kreises m? gleich ist; und die Tlangen- 
ten in solchen zwei Schnittpunkten sind je ein Paar G@G,. Die in den 
Schnitten t, t, und in dem Berührungspunkte ti, jeder Tangente G, 
auf die Curve @’ errichteten drei Normalen treffen sich allemal in 
irgend einem Punkte q und der Ort dieses Punktes ist ein Kreis [m]}', 
der mit dem Kreise m’ concentrisch ist, und einen dreimal so grofsen 
Radius hat, als dieser, Die Curve G@° berührt den Kreis m?’ in den 
oben genannten drei Punkten u, v, w und hat dieselben zu Scheitein. 
In diesen Punkten bilden die zugehörigen Tangenten, etwa U, V, W, 
und die Kreisdurchmesser U,, V,, W, mit einander Puare; jene sind 
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die einzigen drei Fufspunkten-Linien, bei welchen der Scheitel (s), Mittel- 
punkt (u) und Berührungspunkt (t) vereint sind, die anderen haben die 
Punkte u, v, w zu Scheiteln, deren Gegenpunkte u,, v,, w, (im Kreise m?) 
zu Mittelpunkten, und um die Länge des Durchmessers über diese hinaus 
ihre Berührungspunkte u;,, v,, w,. Diese letztern Punkte sind die drei 
Rückkehrpunkte der Curve @° und U,, V,. W, sind die Rückkehr- 
tangenten, die also alle drei durch den Mittelpunkt m des Kreises ge- 





hen, gleich lang sind, nämlich mw = mv, =mu, —3r, und mit einander 
gleiche Winkel (— 120) bilden, so dafs die drei Rückkehrpunkte u,, v,, w, 
im oben genannten Kreise [m]’ liegen und die Ecken eines gleichseitigen 
Dreiecks sind, das m zum Schwerpunkt hat; auch sind die drei Rück- 
kehrtangenten zugleich Normalen der Curve in ihren Scheiteln u, v, w 
und es ist u, =vv, =ww,—4r. Der reelle Theil der Curve @®? be- 
steht nur aus einem regelmäfsigen Curvendreieck %,v,w,,. das innerhalb des 
geradlinigen Dreiecks %v,w, liegt, aber den Kreis m’ umschliefst; seine drei 
gleichen Seiten %,wv,, ©, uw,. w,vw, sind nach Innen convex und berühren 
den Kreis mit ihren Mitten (Scheiteln) u, v, w; die Länge jeder Seite 
ist —=5Ahr, somit der yanze Umfang —=16r; der Inhalt des Curven- 
dreiecks ist —2 nr’, also gerade zweimal so grofs, als die Kreisfläche m’, 
so dafs jeder der drei gleichen, zwischen dem Kreise und der Curve 
hiegenden Arbelen, = nr? ist. Jede Tangente der Curve G°’ berührt 
je einen ihrer drei Zuseige und schneidet die beiden andern; ein Paar 
G@G,, d.h. die Schenkel eines ihr umschriebenen rechten Winkels be- 
rühren immer verschiedene Zweige. 

Sind @@, und HH, irgend zwei Paare, wird @ von A und H, be- 
ziehlich in a,,. d, und @, von denselben in d,, c, geschnitten, so sind die 
Geraden a,c,. d,d, allemal ein drittes Paar, etwa JJ,, d. h. sie sind auch zu 
einander rechtwinklige Fufspunkten-Linien oder Tangenten der Curve @°. Ein 
eben solches Trippel von drei Paaren @@,, HH,, JJ, mit einem Quadrupel 
von vier Schnitipunkten «, db, c, d bilden auch die Seiten und zugehörigen 
Höhen des gegebenen Dreiecks; beiderseits hat man ein vollständiges Viereck 
(a,d,c,d, oder abed), dessen drei Paar Gegenseiten zu einander senkrecht 
sind. oder vier solche Punkte, von denen jeder der Höhenschnitt des durch 
die drei übrigen bestimmten Dreiecks ist. Bei allen diesen Vierecken ist 
die Summe der Quadrate der Gegenseiten constant, und zwar = i6r’; 
also ad’ +b =acd+bd’—=ab’+ced’—=16r. Alle Quadrupel abced, 

30 * 
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deren vier Punkte sämmtlich reell sind, liegen innerhalb des Curven- 
dreiecks G’; und umgekehrt, durch jeden innerhalb dieses Dreiecks liegen- 
den Punkt d ist ein reelles Quadrupel bestimmt, denn es gehen immer drei 
reelle Tangenten @,, H,, /, durch denselben, und die zu diesen senkrechten 
Tangenien @, H, I, sind ihre Gegenseitlen in einem vollständigen Viereck 
abcd. Liegt hingegen der gegebene Punkt d ausserhalb des Curvendrei- 
ecks @, so geht nur eine reelle Tangente, eiwa G, durch ihn, und als- 
dann ist von den andern drei Punkten nur einer, etwa a, reell, der 
gleichfalls in @ und auf der andern Seite aufserhalb der Curve liegt; 
die conjugirte Tangente G, ist auch reell und enthält die zwei imaginären 
Punkte b und c; die beiden andern Paare HH, und II, sind imaginär. 
Die den vier Dreiecken abc, abd, acd, bed umschriebenen Kreise, deren 
Mittelpunkte beziehlich Ö, y, P, «a heifsen sollen, sind gleich, und bei 
allen Quadrupeln von gleicher Gröfse, nämlich der Radius eines jeden 
st dem Durchmesser des Kreises m’ gleich, also = ?r. Das Viereck 
aßyd ist dem Viereck abcd gleich und liegt so, dafs die vier Geraden 
aa, bP, ey, dd alle durch den Mittelpunkt m gehen und durch ihn ye- 
hälfte werden; daher haben umgekehrt die den vier Dreiecken aßy, aßpod, 
«yo, Py0 umschriebenen Kreise ihre Mittelpunkte in d, c, b, a, und ihre 
Radien sind ebenfalls =?2r; und ferner sind die Gegenseilen «ld und PYy, 
ay und 39, «ap und yo zu einander rechtwinklig, oder bilden drei Paure 
GG,, HH, Z%ı, deren Scheitel im nämlichen Kreise m’ liegen, und 
deren Enveloppe eine der vorigen, @°, gleiche Curve © ist, aber um 
den Mittelpunkt m um 180" herumbewegt, so dafs sie den Kreis in den 
oben erwähnten Punkten u,, v,, ww, berührt. Alle reellen Quadrupel aßyd 
liegen innerhalb des Curvendreiecks ©. Enthält das Quadrupel abcd 
zwei ömaginäre Punkte b und c, so sind die den Dreiecken ade und adb 
umschriebenen Kreise 3° und y’, so wie ihre Mitltelpunkte B und y imu- 
ginär, wogegen die den Dreiecken abe und bed umschriebenen Kreise Ö’ 
und co’ sammt ihren Mittelpunkten Öd und « reell bleiben, diese letztern 
jedoch jelzt aufserhalb des Uurvendreiecks © legen. 

Durch jedes Quadrupel «bed geht ein Büschel gleichseitige Hyperbeln, 
B{(H); die verschiedenen Paare Asymptoten derselben bestehen aus den 
gesammten vorgenannten Paaren GG, und sind somit Tangenten der näm- 
lichen Curve G@’. Oder in Bezug auf das Dreieck abe kann man sagen: 
jede Fufspunkten-Linie @ sei Asymptlote einer ihm umschriebenen gleich- 
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seitigen Hyperbel H?, welche nothwendig auch durch den Höhenschnitt d 
geht und den Scheitel s von @ zum Mittelpunkt hat. In Betracht aller 
Quadrupel abcd hat man auf diese Weise eine Schaar-Schaar gleichseitige 
Hyperbeln, SS(H°). Denkt man sich in Bezug auf jedes Paar @@, alle 
Hyperbeln, welche dasselbe zu Asymptoten haben, so hat man die nämliche 
SS(H?). Je zwei dieser Hyperbein schneiden sich in irgend einem Qua- 
drupel, alsa nur innerhalb des Curvendreiecks G’, wofern ihre Schnitt- 
punkte alle vier reell sind; berühren sich dieselben, indem etwa a und d 
sich vereinen, so berühren sie zugleich auch die Gerade ad — @ in deren 
Mittelpunkt u, und alsdann liegen die beiden andern Schnitte b und e 
in der Curve @’ selbst und sind die Berührungspunkte eines Paurs HH,, 
dessen Scheitel in jenem Punkte u liegt. Je zwei Quadrupel liegen in 
einer und derselben Hyperbel H’, oder insbesondere in einem und dem- 
selben Paar G@G,. Die Rechtecke unter den je zwei Perpendikeln, welche 
aus den einzelnen Punkten irgend eines Quadrupels auf ein beliebiges Paar 
GG, gefället werden, haben jedesmal unter sich gleichen Inhalt. Sind in 
einer Ebene zwei rechle Winkel GG, und HH, gegeben, und sollen zwei 
Hiyperbein die Schenkel derselben beziehlich zu Asymptoten haben und 
einander berühren, so ist der Ort ihres Berührungspunktes u ein be- 
stiimmter Kreis m’, welcher durch die Scheitel der Winkel und durch 
die Mitten der Strecken geht, welche auf den Schenkeln jedes Winkels 
durch die Schenkel des andern begrenzt werden. 

Das System Paare @@, kann insbesondere auch- wie folgt bestimmt 
werden. Wird in der Kreislinie »n’ irgend ein Punkt p und nebstdem eine 
beliebige Gerade DL angenommen, und werden sodann aus jedem Punkte s 
des Kreises zwei unbegrenzte Gerade P und @ beziehlich durch » und parallel 
OD gezogen und die von denselben gebildeten Nebenwinkel mittels zweier 
Geraden @ und @, gehälftet, so sind alle diese Geraden- Paare GG, ein 
dem obigen gleiches System, so dafs sie eine gleiche Curve G’ umhüllen. 

In dem Kreise m’ ziehe man eine fortlaufende Reihe Sehnen unter 
folgender Bedingung. Aus dem Anfangspunkt s ziehe man die erste Sehne ss, 
willkührlich; sodann aus s, die zweite Sehne s,s, senkrecht auf den durch s 
gehenden Durchmesser; ferner aus s, die dritte Sehne s,s; senkrecht zu dem 
durch s, gehenden Durchmesser, und so durch jeden neuen Punkt diejenige 
Sehne, welche zu dem durch den vorhergehenden Punkt gezogenen Durch- 
messer senkrecht ist, so entsteht — wenn nicht zufällig der über der ersten 
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Seline liegende Bogen mit dem Kreisumfange commensurabel ist — eine un- 
begrenzte Reihe von Sehnen, welche sämmtlich eine der obigen gleiche Curve 
@° berühren. Wird auf jede Sehne in ihrem zweiten Endpunkte eine Senk- 


rechte errichtet, so berühren auch diese Senkrechten alle die nämliche Curve 


und bilden mit den respecliven Sehnen die obigen Paare @&,. Ist dagegen 
der Bogen über der ersten Sehne mit dem Kreisumfange commensurabel, ver- 
hält er sich zu diesem, wie n:n, wo n und m ganze und relative Primzahlen 
sind, so schlie/fst sich die Reihe Sehnen jedesmal, so dafs ein geschlossenes 
Polygon entsteht; jedoch kehrt die Reihe nicht immer in den Anfangspunkt 
s zurück, sondern sie kann auch in s,. $, ... zurückkehren, je nachdem die 
Zahl an beschaffen ist. Ferner sind in diesem Falle die Endpunkte s, s,, 5,5... 
der Sehnen immer Ecken eines regelmäfsigen »Ecks, und die Sehnen selbst 
sind Seiten verschiedener Ordnung desselben (oder Seiten und Diagonalen). 
Das Sehnen-Polygon nimmt nur dann alle Ecken des mKEcks in An- 
spruch und ist selbst ein mEck, wenn m eine Potenz der Zahl 3 ist; 
seine Seiten sind alsdann zu drei und drei einander gleich, und zwar 
sind sie Seiten des regelmäfsigen vollständigen m Ecks von allen denjeni- 
gen Ordnungen, welche nicht durch 3 theilbar sind. Nämlich bei einem 
regelmäfsigen vollständigen (2«--1)Eck hat man (nach Gröfse) Seiten von 
ister, 2ter, 3ler,. ... bis («—1)ter Ordnung zu unterscheiden. — Hherbei 
berühren alle Sehnen gleicherweise eine Curve G’, so dafs das Sehnen- 
Polygon dieser Curve um- und zugleich dem Kreise eingeschrieben ist. 
Es folgen daraus noch mehrere specielle Sätze, die hier übergangen werden. 
In Bezug auf das Obige ist die Curve @, unter andern, auch noch 
wie folgt bestimmt. Denkt man sich rücksichtlich irgend eines der oben be- 
schriebenen Quadrupel abed die Schaar Kegelschnitte, welche durch einen der 
vier Punkte, eiwa durch d, gehen und dem durch die drei übrigen bestimmten 
Dreieck abe eingeschrieben sind, ferner in jedem Kegelschnilt den durch den 
Punkt d gehenden Durchmesser dd, und in dessen anderem Endpunkte d, die 
Tangente @ des Kegelschnilts, so ös/ die Einveloppe aller dieser Tlangenten 
die dort betrachlete Curve G’, und zwar für alle unzähligen Quadrupel 
stets die nämliche Curve. Auf diese Eigenschaft wurde der Verfasser durch 
seinen Freund, den Professor Schläfli in Bern, aufmerksam gemacht. — Die 
Curve @° wird ferner auch durch rollende Bewegung erzeugl. 
Analogerweise gelangt man zu etwas’ allgemeineren Sätzen, wobei der 
obige Kreis »n° durch einen beliebigen Kegelschnitt vertreten wird, und wobei 
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die Gegenseiten der vollständigen Vierecke «bed nicht mehr zu einander recht- 
winklig sind. Folgendes Beispiel möge hier genügen. 

Sind ms und mu zwei beliebige Halbmesser einer gegebenen Etlipse m’ 
und bewegen sich dieselben gleichzeitig um den Mittelpunkt m nach ent- 
gegengeselzten Richtungen so, dafs der vom Halbmesser ms beschriebene 
Sektor in jedem Moment doppelt so grofs ist, als der vom andern, mu, 
beschriebene Sektor, so ist die Einveloppe der durch die Eindpunkte der 
Halbmesser gehenden Geraden, su—=@, eine Curve dritter Klasse @° 
und vierten Grades, welche die Gerade @, zur ideellen Doppeltangente 
hat, und deren reeller Theil nur aus einem krummlinigen Dreieck u,v, w, 
besteht, welches die Ellipse umschliefst und sie mit seinen drei Seiten 
(Bogen) in drei solchen Punkten u, v, w berührt, welche die Ecken eines 
der Ellipse eingeschriebenen gröfsten Dreiecks sind; die Ecken jenes 
Dreiecks u,v,w, sind Rückkehrpunkte der Curve @’, die Rückkehrtun- 
genten gehen alle drei durch den Mittelpunkt der Ellipse und respective 
durch die genannten Berührungspunkte u, v, w; bis zu diesen Punkten 
genommen sind sie gerade doppelt so grofs, als die auf ihnen liegenden 
Durchmesser der Ellipse. Der Inhalt des Curvendreiecks ist zweimal su 
grofs, als die Fläche der Kllipse, und jeder der drei Arbelen zwischen 
beiden Curven ist einem Drittheil der Ellipsen- Fläche gleich. 
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14. 


Einige Sätze aus der Theorie der quadratischen 
Formen. 
(Von Herrn A. Lipschitz zu Königsberg in Pr.) 





$. 1. 


Gaufs hat in seinen „„Disquisitiones arithmeticae” den Zusammenhang 
untersucht. welcher zwischen der Anzahl der binären quadratischen Formen 
einer gegebenen Determinante, und der Anzahl der Formen einer andern be- 
steht. die aus der ersten durch Multiplieation mit dem Quadrat einer ganzen 
Zahl gebildet ist, und zwar durch Anwendung der Composition der Formen 
(S. art. 253 — 256). Nachdem @aufs bewiesen hat, dafs die eine Anzahl zur 
andern in einem rationalen Verhältniss steht, bestimmt er dasselbe für den Fall 
negativer Determinanten, für den Fall positiver Determinanten aber nicht. 
Als darauf Derichlet die Anzahl der quadratischen Formen für eine gegebene 
Determinante durch Bildung unendlicher Reihen ermittelte, ergab sich jene von 
Gaufs gegebene Relation, und die entsprechende für positive Determinanten 
sehr einfach aus der Betrachtung der Reihen (S. Applications de l’analyse in- 
finitesimale a la theorie des nombres, Band XXI. dieses Journals). Indem ich 
mir nun die Aufgabe stellte, diese Sätze, sowohl für negative als für posetive 
Deierminanten, rein arithmetisch aus einer und derselben Quelle abzuleiten, 
wurde ich auf die Betrachtung der linearen Substitutionen geführt, deren sich 
(aufs bedient hat, um entscheiden zu lehren, ob eine gegebene quadratische 
Form unler einer andern Form von verschiedener Determinante enthalten sei 
(S. Disq. arith. art. 213, 214), und ich gelangte so zur Lösung derselben. 
Da diese Anwendung der Gaufsischen Untersuchung, so viel mir bekannt, 
noch nicht gemacht worden, so theile ich sie im Folgenden mit. 

Es ist vortheilhaft, den besondern Fall zu untersuchen, in welchem der 
Quotient der verglichenen Determinanien das Quadrat einer Primzahl ist; 
denn während dadurch die Behandlung sehr vereinfacht wird, sind die Resul- 


iate so beschaffen, dafs die Sätze für den allgemeinen Fall sich sofort aus 
demselben ableiten lassen. Ich beginne daher mit der Betrachtung der speciellen 
Galtung linearer Substitutionen, welche diesem Falle entsprechen. 
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Es sei p eine Primzahl, und die ganzen Zahlen «, ß, y, d' mögen der 
Gleichung 


1) o—-Pyr=p 
genügen. Bedieni man sich derselben, um zwei Variabeln «, y durch zwei 
neue Variabeln x’, y’ mittelst der Gleichungen 
= — ar + Pyı, 
Fer 
auszudrücken, so werden sie bekanntlich Substitutionscoefficienten genannt, ihr 


Complex heifst eine Substitution, und wird durch das Symbol er 5 bezeich- 


nei. Aus diesem Gesichtspunkt betrachte man die Lösungen der Gleichung (1.). 
und nenne jede Lösung eine Substilution. 
Es seien «', f', y', d’ ganze Zahlen, die der Gleichung 


2) dd" Py — 1 


genügen. Bilde man aus denselben, und den Coefficienten der Substitution 


we die Gleichungen 
3.) Br u A; aß’ + Pd’ = B, 
Ba BZ 22 He 7 
so erfüllen 4, B, T', 4 die Gleichung (1.), und wir sagen: Die Substitution 
eat ist der Substitution u a aequtvalent. 


Es ist oft wichtig, wenn zwei Substitutionen y und 5) gegeben 
sind, zu beurtheilen, ob sie wequivalent sind, oder nicht. Um ein Criterium 
zu finden, bemerke man, dafs die Aequivalenz derselben die Existenz von 
4 ganzen Zahlen «', P', y', 0’ voraussetzt, welche den Gleichungen (2.) und 
(3.) genügen. Aus den Gleichungen (3.) erhält man für dieselben die Werthe 














N Sa—pE.: — en A 
(4.) p p 

' —y4A+oel ’ —yB+aA 

Y — p ß) —— 2 9 


an denen leicht zu sehen ist, dafs sie die Gleichung (2.) befriedigen. Es sind 
daher die gegebenen Substitutionen weguivalent oder nicht, je nachdem jene 
Werthe sämmtlich ganze Zahlen werden, oder nicht. 

Wir machen jetzt die specielle Annahme, dafs in jeder der beiden 


gegebenen Substitutionen der erste und dritte Coefficient ohne gemeinschaft- 
Journal f. d. M. Bd. LIll. Heft 3 31 











240 14. Lipschitz, über quadratische Formen. 


lichen Theiler seien. Dann läfst sich beweisen, dafs, wenn der Werth von y’ 
eine ganze Zahl ist» oder die Congruenz 


5.) ef—y4A= 0 (mod. y) 

befriedigt wird, auch die Werthe von a’, $', d’ ganze Zahlen sein müssen. 
Denn, verbindet man diese Congruenz mit der, aus der Beschaffenheit obiger 
Substitutionen folgenden 

ad —yß = 0 (mod. p), 
so folgt 

a(dA—PI)=0, y@4A—PT)=0 (mod. p), 

und da « und y nicht beide durch » aufgehn dürfen, so muls 

o4— Pl = 0 (mod. p), 
das heifst, @ eine ganze Zahl sein. Ebenso schliefst man aus der Voraus- 
setzung, dafs / und /' keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, dafs die Werthe 
von ' und Ö’ ganze Zahlen werden. Es entscheidet daher die Congruenz (5.) 


über die Aegwivalenz der gegebenen Substitulionen, und man kann hievon 
sogleich die Anwendung machen, dafs dieselben stets aequivalent sind, wenn 





A=o, 1'=y ist, was auch P, d, B, 4 sein mögen. Doch ist nicht zu ver- 
gessen, dafs «© und y ohne gemeinschaftlichen Theiler vorausgesetzt sind. 
Denkt man sich die sämmtlichen Substitutionen, die der Gleichung (1.) 
genügen, in Classen getheilt, so dafs zwei Substitulionen in dieselbe Classe 
kommen, oder in verschiedene, je nachdem sie aequivalent sind, oder nicht, 
und wählt man aus jeder Classe ein Individuum, so hat man ein System von 
Substitutionen, das die doppelte Eigenschaft besitzt, immer eine und nur eine 
Substitulion zu enthalten, die irgend einer gegebenen aequivalent ist. Nun 
enthält jede Classe Substilutionen. deren erster und drilter Coefficient ohne 


gemeinschaftlichen Theiler sind. Denn es sei — eine Substitution, in wel- 


cher « und y einen gemeinschaftlichen Theiler haben, so kann derselbe nur 
die Primzahl p sein, weil er vermöge der Gleichung ad — Py=p in p auf- 
gehn mufs. Dann aber müssen # und d' ohne gemeinschaftlichen Theiler sein, 


da > u | 7 —1 ist. Nun zeigen die Gleichungen (4.), dafs die Substitution 
“ =) PEN la Br r aequivalent ist; also ist die obige Behauptung 


erwiesen. Aus diesem Grunde ist es gestattet, bei der Eintheilung der sämmt- 
lichen Substitutionen in Classen, die Betrachtung auf diejenigen zu beschränken, 
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in welchen der erste und dritte Coefficient keinen gemeinschaftlichen Theiler 
haben. Da ferner unter dieser Voraussetzung alle Substitutionen, die densel- 
ben ersten und dritten Coefficienten haben, nach einer oben gemachten Be- 
merkung, aequivalent sind, was auch der zweite und vierte Coefficient sein 
mögen, so ist es ausreichend, jetzt nur den ersten und dritten Coelficienten 
der Substitutionen zu betrachten. Man darf endlich fordern, dafs der erste 
und dritte Coelfficient der repräsentirenden Substitution einer Classe nicht ne- 


a, —ß 
y—0ö 
valent sind. Man erhält daher für irgend eine Classe einen ganz bestimmten 


gativ sei, da ganz allgemein die Substitutionen % e) und fe ) aequi- 


Repräsentanten, wenn man, mit Ausschliefsung der Substitutionen, deren erster 
und dritter Coeffieient einen gemeinschaftlichen Theiler haben, untersucht, für 
welche Individuen derselben der dritte Coefficient den kleinsten nzcht negativen 
Werth hat, und aus diesen diejenige wählt, in welcher der erste Coefficient 
den kleinsten nicht negativen Werth hat. 

Die Lösung dieser Aufgabe erfordert nur eine sehr einfache Discussion 
der Congruenz (5.); dieselbe zeigt, dafs p-+-1 Classen existiren, und giebt 
folgendes System repräsentirender Substitutionen: 


IT 


$. 2. 


Die Transformation der binären quadratischen Formen durch lineare 
Substitution hat bekanntlich zu der Bemerkung geführt, dafs die Determinante 
der enthaltenen Form gleich dem Product der Determinante der enthaltenden 
Form in ein Quadrat ist. Es gehe die Form (a, 5, ec), deren Determinante 


b’— cc=—=JD ist, durch die Substitution # ) in die Form (a, b', €’) über, 


so hat man für die Coefficienten die Gleichungen 


a’ = au’ 2boy-+cy', 
1) 18 — anß+blad+ Ay)+ rd, 
a® + 2bPBd + c0°, 


c 


ug 


und es wird die Determinante 
D —=b"—.ac —= D(ad — Py)". 


Man nehme nun an, dafs @«® — ßy—=p, eine Primzahl sei und setze 
ferner voraus, dafs die ganzen Zahlen a, 5b, c, wie auch a, 2b, c keinen ge- 


meinschaftlichen Theiler haben, so dafs die Form (a,d, c) nach der von 
31 * 
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Dirichlet eingeführten Benennung eine Form der ersten Art ist*). Dann 
läfst sich zeigen, dafs der grölste Theiler der Form («, b’, c') entweder die 


Einheit, oder p, oder p’ sein mufs. Denn bildet man aus den Gleichungen (1.) 
die folgenden 


pa — a — Wbdy-+cy, 
(2.) pb = — ad +bda-+yP) — c'ya, 
pe = dP— 20 Pa-+ ce, 


so zeigen dieselben, dafs der gröfste gemeinschaftliche Theiler von «', b’, c 
in pa, p’d, p’e, mithin in p? aufgehen mufs. Es hat aber »* nur die Theiler 
1. p, p’; also ist die obige Behauptung erwiesen. 


Die Substitution En 5); mittelst deren die Form (a, db, c) in die Form 


(a,b, c') transformirt wird, gehört unter diejenigen, mit welchen wir uns oben 
beschäftigten, und es ist leicht zu beweisen, dafs aequivalente Substitutionen, 
auf die Form (a,b, ec) angewandt, aequivalente Formen erzeugen. 


Man denke sich nun die sämmtlichen Substitutionen (2). für die 
ad — Py=p ist, auf die Form (a, db, c) angewandt, und die hervorgehen- 
den Formen in Classen geordnet. Dann ist es ausreichend, das System re- 
präsentirender Substitutionen zu benutzen, um für jede Classe mindestens eenen 
Repräsentanten zu erhalten. Die so entstehenden Formen sollen zunächst unter- 
such! werden; und zwar wird gefragt, welche derselben den Theiler p» haben. 

Um dies zu entscheiden, stelle man die »-+1 Formen wie folgt auf: 





1) Durch > or n ‘= Vol, day, 


2) Durch PER a — ad’ -+2ba --c, 
b' — — (aa -- b)p, 
ce —=ap., 
wo « der Reihe nach —=0, 1, 2,... p—1 zu setzen ist. 

Man stelle sich die Form (a,d, c) so eingerichtet vor, dafs ihr erster 
Coefficient durch p» nicht theilbar sei, was immer möglich ist. Dann kann die 
erste Form (a, 5p, cp’) nicht den Theiler p haben. Um die andern » Formen 
zu beurtheilen, erwäge man, dafs db’ und ec’ durch p aufgehn, mithin alles da- 
von abhängt, ob «' durch p theilbar ist oder nicht. Statt « zu untersuchen, 





*) oder nach Gaufs eine forma proprie primitiva (S. Dirichlet applications etc. 
Bd. XXI p. 2 dieses Journals und disq. arith. art. 226). 
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betrachte man, da a relative Primzahl zu p ist. ad. Es wird also eine 
Form (a', b’, c') nur dann den Theiler » haben, wenn a«' durch p aufgeht, 
oder wenn 


ad —= (aa +b”>—D=0 (mod. p) 
ist. Da «a relative Primzahl zu » ist, so reprodueirt der Ausdruck «« +b, 


wenn man « der Reihe nach —=0, 1,... p—1 setzt, das System der Reste 
nach dem Modul ». Um also die quadratische Congruenz 


(aa+b”’—D=0 (mod. p) 
zu untersuchen, ist es zweckmäfsig, zu unterscheiden, ob p eine ungerade 
Primzahl, oder die Zahl Zwei ist. 

Ist » eine ungerade Primzahl, so zeigen die Gleichungen (2.). dafs 
der gröfste gemeinschaftliche Theiler von «@', 2b’, c’ auch in p? aufgehen mufs, 
dafs mithin die Form («', db’, c') nur von der ersten Art, oder aus einer Form 
der ersten Art abgeleitet sein kann. Es sind übrigens hier wieder drei Fälle 


zu sondern. 
Geht die ungerade Primzahl » in D auf, so giebt die Congruenz (3.) 


für « einen Werth, der durch 
ac+b = 0 (mod. p) 
bestimmt wird. Geht p? in D auf, so ist leicht zu sehen, dafs «', wenn es 
durch p aufgehen soll, auch durch »* theilbar sein mufs. Dann wird gleichfalls 
b' = — (aa+b)p=0 (mod. p°)., 
ce —=ap= 0 (mod. -p?), 
mithin hat die Form (u', b’, c') den gröfsten gemeinsamen Theiler p’. 
Ist D durch p nicht theilbar, und quadratischer Rest davon, so hat 
die Congruenz (3.) zwei Wurzeln, welche, wenn man 


© =D 1 (mod. p) 


setzt, sich so definiren lassen: 
| au +b—E=0 (mod. p), 
an +b-+5=0 (mod. p). 
Es ist übrigens klar, dafs die beiden Formen, welche diesen Werthen von « 
entsprechen, den Theiler p* nicht haben können, da Dp” nicht durch p* aufgeht. 


Ist D durch p nicht theilbar, und quadratischer Nichtrest von p, so 
hat die Congruenz (3.) keine Wurzel; sie ist unmöglich. 
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Beachtet man jetzt, dafs jede Form («',d', cC'), die nicht den Theiler 
p hat, ohne Theiler ist, so läfst sich folgendes für Formen der ersten Art 
gültige Resultat aussprechen: 


Wenn die ungerade Primzahl p in Z) aufgeht, so giebt das System 
der »-+-1 Substitutionen » Formen ohne Theiler, und eine Form, deren 
eröfster gemeinschaftlicher Theiler p° oder p ist, je nachdem »* in D auf- 
eehl. oder nicht, 

Wenn 2 durch p nicht theilbar und quadralischer Res? von p ist, 
so giebt das System p—1 Formen ohne Theiler, und zwei Formen, 
deren gröfster gemeinschaftlicher Theiler » ist. 

Wenn 2 durch p» nicht theilbar und quadratischer Nichirest von p 


ist. so giebt das System »--1 Formen ohne Theiler. 


Wir kommen jetzt zu dem Fall, wo p =2 ist. 
Da hier der erste Coefficient der Form (a, b, c) ungerade angenommen 
’ BE 1,0 ’ 
wird. so ist die Form (a, 25, 4c), welche der Substitution (492) entspricht, 
r) 


von der ersten Art. Diese Bezeichnung soll nämlich schon ausdrücken, dafs 
die betreffende Form ohne Theiler ist. Um ferner zu untersuchen, wann «' 
gerade ist, bedient man sich wie oben der Congruenz 


(4) ad=(aa+b”—D=0 (mod. 2). 
Denn ist a’ ungerade, so ist die Form («', b', c’) nothwendig von der ersten Art. 


Es sind hier wieder zwei Fälle zu unterscheiden. Ist D gerade, so 
giebt die Congruenz (4.) für ihre Wurzel die Bestimmung 


aa+-b=0 (mod. 2), 


und es ist leicht zu sehen, dafs die entsprechende Form (a, b', c’) aus einer 
Form der ersten Art durch Multiplication mit dem Factor 2 oder 4 abgeleitet 
ist, je nachdem J=2, oder D=0 (mod. 4) ist. Ist D ungerade, so hat 
die CGongruenz (4.) auch nur eene Wurzel, die durch 


aca+b=1 (mod. 2) 


bestimmt wird. Erwägt man jetzt, dafs das Quadrat einer ungeraden Zahl, durch 
4 getheilt, den Rest 1 läfst, so folgt für D=3 (mod. 4): =, V=2, 
e =0 (mod. 4), also (a,b, c') aus einer Form von der ersten Art. durch 
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Multiplication mit dem Factor 2 abgeleitet; dagegen für D=1 (mod. 4): 
—=0,b"=?%2, =0 (mod. 4), also (a,b, c') aus einer Form von der 
zweiten Art durch Multiplication mit dem Factor 2 abgeleitet. Es ergiebt sich 
also folgendes für Formen der ersten Art und »=2 gültige Resultat: 

It D=2, oder =0 (mod. 4), so giebt das hier aus dreien be- 
stehende System der Substitutionen zwei Formen der ersten Art von der 
Determinante 4D, und eine Form, die respective aus einer Form der er- 
sten Art von der Determinante D durch Multiplication mit 2, oder aus 
einer Form der ersten Art von der Determinante 4D durch Multiplication 
mit 4 abgeleitet ist. 

It D=3, oder =1 (mod. 4), so giebt das System zwei Formen 
der ersten Art von der Determinante 4D, und eine’Form, die respective 
aus einer Form der ersten oder zweiten Art von der Deierminante 
durch Multiplication mit dem Factor 2 abgeleitet ist. 

Die für eine Form der ersten Art durchgeführte Untersuchung könnte 
man auch auf, Formen der zweiten Art*) ausdehnen. Es ist aber hier nur 
von Interesse, den Fall zu betrachten, wo (a,b, c) eine Form der zweiten Art, 
und «dd — Ay —=2 ist. 

Es sei diese Form, deren Determinante D==1 (mod. 4) sein mufs**), 
so eingerichtet, dafs « das Doppelte einer ungeraden Zahl wird. Eine Form, 


die durch Anwendung der Substitution ( ) aus der gegebenen abgeleitet 


wird, gehört zur Determinante 4D. Der gröfste gemeinschaftliche Theiler, 
den a’, b', c' haben können, ist 2; der gröfste gemeinschaftliche Theiler, den 
a’, 2b’, c' haben können, ist 4. Das System, welches hier aus drei Substi- 
tutionen besteht, giebt 


1) für (a : d«=a =, d—=4de, 
2) für (®), Want bate, = —%Xao+b), € — 4a, 


wo @«—=0(, 1 zu setzen ist. 


Man sieht, dafs die erste Form das Doppelte einer Form der ersten Art 
wird, da 4@' ungerade ist. Um zu beurtheilen, ob in den andern beiden Formen 





*) d.h. Formen, in welchen die Zahl 2 der gröfste gemeinschaftliche Theiler von 
a, 2b, ce ist; nach Gaufs formae improprie primitivae (disq. arith. art. 226). 


**) Siehe ebendaselbst. 
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a', welches immer gerade ist, durch 4 aufgeht oder nicht, untersuche man, ob 
aa' nach dem Modul 8 den Rest O oder 4 läfst. 

Da b ungerade, a gerade ist, so ist auch a« 4b ungerade, folglich 
(aa-+bY= 1 (mod. 8); mithin ist, 

für D=5 (mod. 8), aa’ — (aa +-b” — D=4 (mod. 8). 

für D=1 (mod. 8), aa’ = (aa+b” — D=O0 (mod. 8). 
Hieraus sieht man, dafs die beiden Formen, welche den Werthen e—=0, a=1 
entsprechen, sich gleich verhalten. 

It D=5 (mod. 8), so wird 

a = 2 (mod. 4) 
also jede das Doppelte einer Form der ersten Art; ist I=1 (mod. 8), so wird 
a =0 (mod. 4), ’ =? (mod. 4), =0O (mod. 4), 

also jede das Doppelte einer Form der zweiten Art. — Man hat demnach 
folgendes für Formen der zweiten Art und p=2 gültige Resultat: 

Ist D=5 (mod. 8), so giebt das aus dreien bestehende System der 
Substitutionen drei Formen, die aus Formen der ersten Art von der De- 
terminante ZI durch Multiplication mit dem Factor 2 abgeleitet sind. 

Ist D==1 (mod. 8), so giebt das System eine Form, die aus einer 
Form der ersten Art von der Determinante D, und zwei Formen, die 


aus Formen der zweiten Art von der Determinante D, durch Multiplication 
mit dem Factor 2 abgeleitet sind. 


S. 3. 


Nach diesen Vorbereitungen kann man den folgenden Salz beweisen: 
Es sei («,b’',c') eine Form der ersten Art von der Determinante 
D'—=Dp', wo D eine ganze Zahl, p irgend eine Primzahl bedeutet. 
Dann läfst sich immer eine Form der ersten Art von der Determinante D 
angeben, unter welcher die Form («', d’', c') eigentlich enthalten ist. Es 
sei (a, d, c) eine solche Form, so genügt jede Form derselben Classe 
der gestellten Forderung, jedoch keine Form einer anderen Classe. 
Denn es sei die Substitution, vermöge deren die Form (a«', b’, c') unter 


(a! ), so hat man 


a — aa’ +2bey-+ey', 
(1.) b' aoß—+b(ad-+Py)+ cyd, 


der Form (u, d, c) enthalten ist 


Ds 2 


| 


c' aß + 2b cd?, 
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und hieraus leitet man ab 
ap’ a — Abidy + cr‘, 
(2.) bp’ = ad + b'ad + Py) _— c'yo, 
cv — a — Pa + car. 


| 


Wenn also eine Form (a, db, ec) existirt, aus welcher mittelst einer Substitution 





im A wo cd — Py=p, die gegebene Form («', b', c') hergeleitet werden 


kann, so mufs aus der Form (a, d’, c') mittelst der Substitution Er. a die 
Form (ap’, bp’, cp’) hergeleitet werden, können. 

Nun ist oben gezeigt worden, dafs das System der »--1 Substitutionen, 
auf eine Form der ersten Art von der Determinante D’— Dp” angewandt, 
p Formen ohne Theiler, und eine Form vom gröfsten Theiler p’ giebt. Da 
aber eine Form ohne Theiler einer Form vom Theiler p* nie aequivalent wer- 


* » * .. . [} [ u . 
den kann, so ist klar, dafs die sämmtlichen Substitutionen “ n); auf die ge- 
’ 
nannte Form angewandt, immer eine und nur eöne Classe von Formen erzeu- 


gen, die den Theiler p’ haben. Es sei also (A, B, EC) eine Form, die den 
Theiler p® hat, und sie sei aus der Form («, db’, ec’) durch die Substitution 


db, — 
er A) erzeugt worden. Dann selze man 


rd b= = ee — = 

er pP’ Pr 

so ist («,d,c) eine Form, unier welcher («', b’, ce’) enthalten ist. Denn nach 
der Herleitung gelten die Gleichungen (2.). von welchen die Gleichungen (1.) 
eine Folge sind. 

Man sieht leicht, dafs jede der Form (a, d, c) aequivalente Form der- 
selben Forderung genügt. Und umgekehrt, soll eine Form (A, 2, k) jener For- 
derung genügen, so muls sie mit (a,d,c) in dieselbe Classe gehören. Denn 
es folgt aus den Gleichungen (2.), dafs die Form (4p’, öp’, kp‘) zu der ein- 
fach bestimmten Classe von Formen gehört, welche aus der Form (a, b', c') 
erzeugt werden, und den Theiler p° haben, mithin der Form (ap’, bp‘, cp‘) 
aequivalent ist. Es ist daher auch (A, ö, A) aequivalent (a, d, ec). Ganz auf 
dieselbe Weise beweist man den folgenden Satz: 

Es sei (a', b’, c') eine Form der ersten Art von der Determinante D, 
die = 1 (mod. 4) ist; so läfst sich immer eine Form der zweiten Art 
von der Determinante D angeben, unter welcher die Form (2a', 2b’, 2c') 
eigentlich enthalten ist. Es sei (a, d, c) eine solche Form, so genügt der 
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gestelllen Forderung jede Form derselben Classe, jedoch keine Form 
einer anderen. 


Denn es sei die Substitulion, vermöge deren die Form (2«', 2b’, 2c') unter 





der Form (a, d,c) enthalten ist, sr ©; wo ad — By =? ist, so hat man 


\ 2a — ao’ -+-Rbay +cy, 
(3.) 2b ac +b(ad + Py)--cyd, 


| 


(20 — aß 42588 + 00°, 
woraus die Gleichungen 
2a = af — AWdy-cy, 
(4) 2b = — adP -+b ad + Py) — c'yo, 
e— “RW Ba--ca 


folgen. Es ist jetzt nur von dem Salze Gebrauch zu machen *), dals sämmt- 





liche Substitutionen «, r); wo @d— Py—=?% ist, auf eine Form der ersten 


Art, deren Determinante ID =1 (mod. 4) ist, angewendet, immer eine und 
nur eine Glasse von Formen geben, die aus einer Form der zweiten Art von 
der Determinante D, durch Multiplication mit dem Factor 2 abgeleitet sind. 
Dann folgt Alles, wie vorhin. 


$. 4. 

Es sei 1, $2, »-» 9, das vollständige System der Formen erster Art 
von der Determinante D; es sei p irgend eine Primzahl; man wende auf die 
Form , die sämmtlichen Substitutionen er r) an. wo @d—y = p ist, 
und unterwerfe die daraus hervorgehenden Formen der Bedingung, ohne 
Theiler zu sein. Diese Formen, zur Determinante D’ == Dp’ gehörig, 


und von der ersten Art, ordne man in Classen, und wähle für jede Classe 
einen Repräsentanten; ebenso verfahre man der Reihe nach mit den For- 


MEN Pas Pz3y :.. Pr? So behaupte ich, dafs die respräsentirenden Formen 
ein vollständiges System der Formen erster Art, von der Determinante D', 
bilden. 


Denn wollte man annehmen, dafs dieselbe Form zwei Mal erscheint, 
so müfste sie unter zwei verschiedenen Formen des Systems 9; 25 - »» Pr 
enthalten sein, was nach dem ersten in $. 3 aufgestellten Satz unmöglich ist. 


*) Derselbe bildet einen Theil des zweiten in $. 2 ausgesprochenen Resullats. 
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Oder wollte man annehmen, dafs eine Form fehlt, so müfste diese Form nach 
demselben Satz dennoch unter einer ganz bestimmten Form des Systems Y,. 
Par... p„ enthalten sein; was einen Widerspruch giebt. 
Auf ganz analogen Gründen beruht der folgende Satz: 
Es sei 1, Pas » + 7. das vollständige System der Formen zweiler 
Art von der Determinante D. Man wende auf die Form Y, die sämmt- 


lichen Substitutionen > 2) an, wo cd — Py =? ist, und unterwerfe die 


daraus hervorgehenden Formen der Bedingung, aus Formen der ersten 
Art durch Multiplication mit dem Factor 2 abgeleitet zu sein. Diese For- 
men, zur Determinante 4D gehörig, ordne man in Classen, und wähle 
für jede Classe einen Repräsentanten; ebenso verfahre man der Reihe 
nach mit den Formen ,, 3, ... 7.: so behaupte ich, dafs die repräsen- 
tirenden Formen ein vollständiges System der Formen erster Art von der 
Determinante D bilden, jede Form mit dem Factor 2 multiplieirt. 


$. 5. 
Um aus den Sätzen des vorigen Paragraphen weitere Schlüsse zu ziehen, 
ist es nöthig, folgende Aufgabe zu lösen: 


Es sei == (a,b, c) eine Form der ersten Art von der Determinante D: 
man soll die sämmtlichen Formen (a',b’, c'), die aus derselben durch alle 


Substitutionen er N). wo ad — Py=p, abgeleitet werden können und die 
ohne Theiler sind, in Classen ordnen, und die Anzahl der Classen angeben. 


Wie oben bemerkt, ist es nur nötbig das System der p-+-1 Substitu- 
tionen*) anzuwenden; um sicher zu sein, dafs keine Classe unvertreten bleibe; 
auch hat sich gezeigt, dafs unter diesen »-+1 Formen diejenigen, welche ohne 
Theiler sind, Formen der ersten Art werden, d. h. dafs sobald a’, b’, ec’ ohne 
gemeinschaftlichen Theiler sind, dasselbe auch für «', 2b’, c' der Fall ist. Die 
Substitutionen, welche solche Formen geben, sind in $. 2 bestimmt worden 


und das für ihre Anzahl k daselbst gefundene Ergebnifs kann wie folgt in 
Zeichen zusammengefafst werden: 


Wenn p eine ungerade Primzahl ist, die in D nicht aufgeht, und das 


Zeichen >) die positive oder negative Einheit bedeutet, je nachdem D 





*) Siehe $. 1 zu Ende. 


32 * 
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quadralicher Rest oder Nichtrest von p ist, so erhält man 


k=r-(7) 


Ist dagegen » eine ungerade Primzahl, die in D aufgeht, oder die Zahl 2, 
so ist 
Ku pi 
Es sei nun aus der gegebenen Form = (a,b,c) die Reihe der % 
Formen ohne Theiler, von der Determinante D’— Dp* abgeleitet: 


(1.) fi» f2 IR Ai fi; 


so bedarf es eines Mittels zu beurtheilen, welche von diesen Formen einer 
bestimmten Form f unter denselben aequivalent sind. 
Gesetzt es sei die Form fi der Form f aequivalent, so dafs f, durch 


' 
die Substitution AL, wo «d’— Ay —1, in f übergeht; es sei ferner f aus 
’» 


y durch die zu dem oben aufgestellten System gehörige Substitution De, 


fı aus g durch die ebenfalls zum oben aufgestellten System gehörige Sub- 


’ , . . . &, ß > 
. 3) entstanden. Da durch die Substitution = & die Form % 


u a er 
in die Form f,, durch die Substitution ui Jr 


wird. so bilde man die Ausdrücke: 
id, ß--Pı0 
I: yP +0," 


@& 


stitution ( 


) die Form fi in f transformirt 


| 
\ 


b, 
4, 


a0'--PAıy' 
yeycız 


und die Substitution fr j transformirt die Form p in die Form f. Diese 


\ 
\ 


Substitution ist aequivalent der Substitution : durch welche die Form 
171 
in fi übergeht. Denkt man sich also die sämmtlichen Substitulionen aufgestellt, 


durch welche die Form in f übergeht, so mufs sich die Substitution Ge v» 


welche der Substitution (er 6) aequivalent ist, unter denselben befinden. 


Yı, 9, 


Diese Betrachtung führt zu folgendem Verfahren: 


Es ist gezeigt worden, dafs aus eöener gegebenen Substitution ( N 
, 


die von der Form p zur Form f führt, die sämmtlichen ähnlichen Substitutio- 
nen abgeleitet werden können (Gaufs disqg. arith. art. 162). Nachdem die- 
selben aufgestellt worden, ordne man sie in Classen, und wähle die Reprä- 
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sentanten aus dem System der »--1 Substitutionen. Es sei z. B. der Reprä- 


« ): so ist leicht zu sehen, dafs die Form fj; 


der Form f aequivalent ist; und so ergiebt jede Substitutions-Classe eine 
Form aus der Reihe 


r ö & 
sentant einer dieser Classen (5 


Rs: Saba IR 


mit der die betrachtete Form f aequivalent ist. Nähme man an, dafs aufser 
den so gefundenen Formen noch eine Form der Form f aequivalent werde, 
so würde ein Widerspruch entstehen. Denn es sei diese Form f}, so ist oben 
gezeigt worden, dafs unter den sämmtlichen Substitutionen, die g in f trans- 


formiren, eine Substitution * 55 sich finden mufs, deren aus dem System 


der p--1 Substitutionen genommener Repräsentant De ist. 
1? 


Es ist jetzt zunächst folgende Untersuchung anzustellen: 
Die Form = (a,b,c) gehe durch die Substitution unseres Systems 


= * in die Form f= (a',b’, c') über, welche zur Determinante D’ — Dp' 


gehört, ohne Theiler und von der ersten Art ist. Dann erhält man die sämmt- 
lichen ähnlichen Substitutionen durch die Ausdrücke *) 


A = at— (ab-+ye)u, 

a) JB = Bt-(Pb--de)u, 
T = yt-- (aa-yb)u, 
 — dt --(PBa 4- 0b) u, 


wo f, u alle ganzen Zahlen sind, die der unbestimmten Gleichung 
3) DW —=1 


genügen. Diese Substitutionen f2 ns sollen in Classen geordnet, und die An- 


zabl der Classen soll angegeben werden. 

Um jetzt für die Aequivalenz zweier Substitutionen das Criterium (5.) 
des $. 1 anwenden zu können, ist es nöthig zu zeigen, dafs im gegen- 
wärtigen Falle der erste und dritte Subslitutionscoefficient nicht gleichzeitig 
durch p aufgehen. Es ist aber in unserm System von Substitutionen =, 
d=0 (mod. p), folglich vermöge der Gleichungen (2.), auh Bb=(0, 





*) Sie sind in den von Gaufs (disq. arith. art. 162 pag. 181) gegebenen als spe- 
cieller Fall enthalten, da hier der gröfste gemeinschaftliche Theiler von a’, 20’, c', also 
nach Gaufs die mit m bezeichnete Zahl, = 1 ist. 
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4 == 0 (mod. p). Daher hat man die Gleichung 
/ 4 B 


wa. ti 


p p 
so dafs 4 und 7’ ohne gemeinschaftlichen Theiler sein müssen. 


,B Rn 
Es seien nun der er und wc “ Substitutionen. die respective den 


Lösungen /, u und £’, a der unbestimmien Gleichung (3.) entsprechen. Die- 
selben werden (nach $. 1 Gl. (5.)) aequivalent sein, oder nicht, je nachdem 
die Congruenz 

4Al'’— dl = (mod. p) 
befriedigt wird, oder nicht. Setzt man für 4, 7, 4, 1" ihre Werthe aus den 
Gleichungen (2.), so geht dieselbe in 

a(tu" — tu) =0 (mod. p) 
über. und, da die Form (a',b’, ce’) so beschaffen ist. dafs « durch » nicht auf- 
oeht *), so läfst sich die Congruenz ersetzen durch 

(4) W—tu=0 (mod. p). 

Man sieht sogleich, dafs entgegengesetzte Lösungen, wie £, % und 
— f, — u aequivalente Substilulionen geben. Für das Weitere ist es aber 
nölhig zu unterscheiden, ob die Determinante negatev oder positiv ist. 

I. Die Determinante D sei negativ, und ihr absoluter Werth gröfser 
als die Einheil; dann hat die Gleichung (3.) nur die beiden Lösungen {= +1, 
u” — 0, welche eine Classe von Substitutionen geben. 

Ist die Determinante D = —1, so hat die unbestimmte Gleichung 


"+ —=.1, 
auflser den Lösungen ?= +1, ®=(0, welche eine Classe von Substitutionen 


geben, die beiden {=0, u— +1, welche auch nur eine Classe geben. Die 


entscheidende Congruenz (4.) zeigt aber, dafs diese beiden Classen von einander 
verschieden sind. 


II. Die Determinante D sei positiv, so sind die sämmtlichen Lösun- 
gen der Gleichung (3.) in der Formel 


„+u,yD= +(T+UYyDY 





*) Es hat sich nämlich ($. 2, zu Anfang) gezeigt, dafs sämmtliche aus der Anwen- 
dung des Systems der p-+1 Substitutionen hergeleitelen Werthe von d’, e' durch p theil- 


bar sind, sodafs, in den hier betrachteten k Formen ohne Theiler, @ zu » relative 
Primzahl sein mufs. 
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enthalten, wo 7’, U die kleinsten positiven Werthe sind, welche derselben 
genügen, n aber alle ganzen Zahlen von — © bis + bedeutet. Zu Folge 
einer oben gemachten Bemerkung genügt es für den gegenwärtigen Zweck 
diejenigen Lösungen zu betrachten, für welche in dieser Gleichung das Plus- 
zeichen zu nehmen ist, 

Die Determinante der Form f=(a',b', c') ist D’— Dp?. Bezeichnet 
man die kleinsten positiven Werthe, die der unbestimmten Gleichung 

"— Du” — 1 
genügen, durch 7", U’, so sind T’, pU’ Lösungen der unbestimmten Glei- 
chung (3.); und da »Ü’ positwv ist, so muls ein posiliver Index o existiren, 
für welchen 
(T+-UyD) = T+U'yD 

ist. Man sieht leicht, dafs go der kleinste positive Exponent ist, für welchen 
der Werth « durch » theilbar wird, und dafs, wenn me irgend ein Vielfaches 
von o bedeutet, 


Int Um YD = (T+UYD”" =(T'--U'yD')", 
mithin Un, auch durch » theilbar ist. 
Ich behaupte jetzt, dafs wenn man in der Formel 
t,+u,yD = (T+UyDY\Y 
der Reihe nach « —=0,1,2,...o—1 selzt, die daraus entstehenden o Lösun- 


gen der unbestimmten Gleichung (3.) die doppelte Eigenschaft haben, dafs 
nicht zwei verschiedene unter ihnen vorkommen, für welche 


tw —tu= 0 (mod. p) 
würde, und dafs für jede beliebige Lösung #£,., u, eine Lösung {,, w, aus 
jener Reihe der 0 Lösungen angegeben werden kann, so dals 


= Lu. —Ll,.u, =0 (mod. p) 
ist. 


Um den zweiten Punct zuerst zu erledigen, nehme man für das ge- 
gebene «' den Werth « als seinen Rest nach dem Modul 0, aus dem System 
0,1,2,...o—1. Dann ist also «— u ein Vielfaches von o, und u,._„=0 
(mod. p). Bildet man nun die Ausdrücke: 


tout %u_uVD = (T-+ UyDY(T+ UyD)“ 


(i.+u,.yD) (t„—u,yYD) 
t.t„— Du.ut+ (tu. —tuu,)VD; 
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so erhält man 
Un, Lt Uuu—l,u,=0 (mod. p); 
was gezeigt werden sollte. 

Wollte man aber annehmen, dafs es unter den aufgestellten o Lösungen 
zwei gäbe, die der Congruenz (4.) genügen, und es seien die beiden Indices 
derselben «’ und «, wo « — u, so würde man zu dem Schlufs gelangen, dafs 

Ur. =0 (mod. p) 
sein mufs. Da aber der Annahme gemäfs o der kleinste positive Index ist, 
für welchen ==0 (mod. p) wird, und sowohl w' als « positiv und <e sein 
sollen. so mufs «— u—=0 sein, d. h. die beiden Lösungen sind identisch. 

Man hat demnach das Resultat, dafs die aufgestellten o Lösungen o von 
einander verschiedene Substitutionen der Form p in die Form f geben, welche 
die sämmtlichen Substitutionen dieser Art repräsenliren; oder, die Anzahl der 
Classen von Substitutionen, welche man erhält, ist 

log(T'+U'yD*) 
9 — Tog(7UyD) 


Man sieht, dafs die Anzahl der Classen, in welche die sämmtlichen 





nu 0 = A,B z er ® 
Substitutionen Kesch vermöge deren eine Form g in eine Form f übergeht, 


zerfallen, nur von der Determinante D und der Primzahl p abhängt. Diese 
Anzahl bestimmt aber, wieviel Formen aus der Reihe 


I: Is a -:- A 
einer derselben f aequivalent sind. Es müssen also, daD und p» in allen 
dieselben Werthe haben, jeder Form gleichviel Formen aequivalent sein, oder: 
die oben bestimmte Anzahl der aequivalenten Formen mufs in k aufgehn. Es 
läfst sich daher die Anzahl der wesentlich verschiedenen Formen aus jener 
Reihe. die mit / bezeichnet werden möge, angeben. 


I. Wenn die Determinanle D negativ ist, so wird. wenn sie nume- 
risch grölser als 1 ist. 
ee R; 
für den besondern Fall D= —1. 
k 
- ar 
II. Wenn die Determinante D positiv ist, so wird 


log(T+UYD) k 





log (T’+ U'yD) 
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Um diese Säize mit dem ersten Satze in diesem $. verbinden zu 
können, bemerke man, dafs der Werth 4 auch nur von der Determinante D 
und der Primzahl » abhängt, und nicht individuell von der Form 9 = (a, b, ce). 
Es wird also aus jeder der Formen g,, a, ... 9, dieselbe Anzahl von For- 
men ohne Theiler von der Determinante D’ —= Dp” erzeugt. Ist daher A die 
Anzahl der Formen erster Art von der Determinante D, 4 die Anzahl der 
Formen erster Art von der Determinante D’ — Dp’, so ergiebt sich die 
Beziehung, dafs 4 und 4 in einem angebbaren Verhältnifs stehen, und 
zwar dafs 

h — hl 
ist. Durch successive Anwendung dieses Satzes ist man im Stande, folgen- 
des allgemeine Resultat herzuleiten: 

Es sei % die Anzahl der Formen erster Art von der Determinante D, 
ferner A’ die Anzahl der Formen erster Art von der Determinante D’— DS”, 
wo 8 irgend eine Zahl bedeutet, es seien r, r', r" ... die ungeraden 
Primzahlen, die in D’ aufgehen, ohne D zu theilen, und es bezeichne 
das Symbol /7F‘r) die Bildung eines auf die Primzahlen r, r', r" 
auszudehnenden Products, so ist für eine negative Determinante: 


W" — hSIT(1— —)-+). 


In dem Fall, wo D= —1, ist indefs die linke Seite zu verdoppeln. 

Für eine positive Determinante dagegen hat man, wenn T, U und 
T', U’ die kleinsten positiven Werthe sind, die resp. den Gleichungen 
 — DW —=1, !"— D’u” —=1 genügen: 


h — hS em, n(1-(2)-)- 


(Man vergleiche die in $. 1 angeführte Dörichletsche Abhandlung, Bd. XXI 
pag. 12 dieses Journals.) 





$. 6 
Um aus dem zweiten Satze des $.4 ähnliche Resultate zu erhalten, 
ist folgende Aufgabe zu lösen: 
Es sei = (a,b,c) eine Form der zweiten Art, von der Determinante D: 
man soll die Formen, welche durch Anwendung der sämmtlichen Substitutionen 


e er wo @ad— Py—=? ist, erzeugt werden, und der Bedingung genügen, 


aus Formen der ersten Art von der Determinante D durch Multiplication mit 
Journal f. d. M. Bd. LIll. Heft 3. 33 
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dem Factor 2 abgeleitet zu sein, in Classen ordnen, und die Anzahl der 
Classen angeben. 

Der Untersuchung des $. 2 und dem daselbst ausgesprochenen dritten 
Resultat gemäfs ist hier, wo unter allen Umständen D= 1 (mod. 4) sein 
mufs, zu unterscheiden, ob D==1, oder =5 (mod.8). Im ersten Fall, wenn 
D=1 (mod. 8). giebt das oben aufgestellte System von Substitutionen nur 
eine Form von der vorgeschriebenen Beschaffenheit, also existirt immer nur 
eine solche Classe von Formen. Ist dagegen D=5 (mod. 8), so giebt das 
System von Substitutionen drei Formen von der verlangten Beschaffenheit, 
deren Aequivalenz beurtheilt werden mufs. Um aber die Betrachtungen des 
vorigen Paragraphen nicht zu wiederholen, kann man sogleich folgende Frage 
stellen: 

Die Form p==(a,b, c) gehe durch die zum aufgestellten System ge- 
hörige Substitution & e) in die Form f über, welche aus einer Form der 
ersten Art von der Determinante D durch Multiplication mit dem Factor 2 
abgeleitet ist; dann erhält man die sämmtlichen ähnlichen Substitutionen durch 
die Ausdrücke 














} at — (eb-+ye)u 

vr. a 
2 3 

= anime u 

(1.) { 

pr — ZAtteatzo)u 
2 9 

ER Er 


wo £, u sämmtliche Zahlen sind, die der unbestimmten Gleichung 
(2) —-DW —=4 


genügen; wieviel verschiedene Classen geben diese Substitutionen fe )? 
Ehe diese Frage beantwortet wird, ist zu bemerken, dafs der Nach- 
weis, dafs 4, B, T, 4 ganze Zahlen werden, für diesen Fall von G@aufs 
(Disq. arith. art. 162) nicht gegeben ist. Doch läfst sich, ebenso wie dort, 
zeigen, dals, da g=(a,b,c) eine Form der zweiten Art ist, die Ausdrücke 


— bu t+bu i “ 
—5—, —;— ganze Zahlen sind. Daraus folgt dann auch, da in dem aufge- 


stellten Substitulions-System ?=0, d=0 (mod. 2), das B=0, J=0 


(mod. 2), folglich 4 und /' ohne Theiler sind. Es seien ger und ei = 
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Substitutionen, die resp. den Lösungen /, # und ?’, « der Gleichung (2.) 
entsprechen, so werden dieselben aequivalent sein, oder nicht, je nachdem 
der Congruenz 

AT’—-AT=0 (mod. 2) 
genügt wird oder nicht. Setzt man hier die Werthe aus den Gleichungen (1.) 
ein, so ergiebt sich: 


tu —t!u 


a > 0 (mod. 2). 


oder, da a’ das Doppelte einer ungeraden Zahl ist: *) 
3) WwW—t!u=0 (mod. 4). 
Ganz wie im Fall des vorigen $. sieht man, dafs Lösungen wie £, u 


und —Z, — u aequivalente Substitutionen geben; und auch hier ist der Fall 
einer positiven Determinante und der einer negativen zu sondern. 


I. Ist die Determinanie negativ, und —D>3, so hat die unbestimmte 
Gleichung (2.) nur die beiden Lösungen {= +2, u==0, welche einer Classe 
von Substitutionen angehören. 


It D= —3, so hat die unbestimmte Gleichung 
e- We’ == 4 
die 6 Lösungen = +2, u=0; t!= +1, wv=1; != +1, u=—1. Je 
zwei derselben geben zufolge einer oben gemachten Bemerkung dieselbe Classe 
von Substitulionen. Die Lösungen !=2, u=0; t=1, u=1; t=1, 
u— —1 bezeichnen aber drei verschiedene Classen. 


II. Ist die Determinante D positiv, so werden die sämmtlichen Lö- 
sungen der unbestimmten Gleichung (2.) wie folgt ausgedrückt: 
t„t-u,vD T+-U'yD\" 
re) 
wo T’ und U’ die kleinsten positiven Werthe sind, welche derselben genügen, 
und n alle ganzen Zahlen von — oo bis + 0 bedeutet. Zufolge der oben ge- 
machten Bemerkung ist es ausreichend, das obere poszfive Zeichen zu nehmen. 
Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden. 








- 
7 





*) Die Gründe hierfür sind denen analog, nach welchen a’ im Fall des vorigen $. 
ungerade war. In allen drei Substitulionen, aus welchen hier das System derselben be- 
steht, da » =, haben nämlich 20’ und c’ den gemeinschaftlichen Theiler 4; also kann 
(a',b’,c') nicht das Doppelte einer Form der ersten Art sein, ohne dafs «' das Doppelte 
einer ungeraden Zahl ist. 


33 * 
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Wenn U’ gerade ist, so mufs vermöge der Gleichung 
r__ DU" zu 4, 
T' Ur 








auch T’ gerade sein. Dann sind ug die kleinsten positiven Werthe der 
unbestimmten Gleichung 
T’— DU’ — 1, 
und man hat 
t„+unvD T'+U'yYDN' r Ze" 
3 — (I) = (T+UYD); 


folglich wird jedes « gerade, und deshalb auch jedes £ gerade, also die Con- 
gruenz (3.) immer befriedigt, und es existirt nur eene Classe von Substitutionen. 

Ist dagegen U’ ungerade, so ist bemerkt worden ($. die angeführte 
Abhandlung von Derichlet Bd. XXI pag. 11 dieses Journals), dafs der Ex- 
ponent 3 den Werth %, immer gerade macht, und dafs es der kleinste ist, der 
dies bewirkt. Setzt man 


{,tu,/D T+UyYDS  ,„ 
5 (— U) — THOYD, 








so sind daher T, U die kleinsten positiven Werthe der unbestimmten Glei- 
chung #2 — Du —1. 

Man kann nun, ganz wie im vorigen Paragraph, beweisen, dafs, wenn 
man in der Formel 








tutu VD __ 6, U'yD ;. 
2 2 2 
«u der Reihe nach — 0, 1, 2 setzt, die drei entstehenden Lösungen so be- 
schaffen sind, dafs nicht 
tw —tu=0 (mod. 4) 

werden kann, aufser wenn =, u—=wu' ist. Diese drei Lösungen geben 
also drei von einander verschiedene Classen von Substitutionen, und mehr 
Classen exisliren nicht; also müssen sich die sämmtlichen Substitutionen unter 
diese drei repräsentirende veriheilen, was auch direct gezeigt werden kann. 

Die Anzahl der Classen, in welche die sämmtlichen ähnlichen Substi- 


tutionen zerfallen, welche, je nachdem U’ gerade oder ungerade, —=1 oder 
— 3 ist, läfst sich durch eine und dieselbe Formel darstellen. Diese Formel 
kann sogar den Fall D=1 (mod. 8) umfassen, wo immer nur eine Classe 
existirt, und die unbestimmte Gleichung 

"— DW — 4, 
nur durch ein gerades u befriedigt werden kann. 





u. ee TERN RS 7ER TER 
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Nennt man nämlich T’, U’ die kleinsten positiven Werthe, welche 
dieser Gleichung, T, U die kleinsten positiven Werthe, die der Gleichung 
?— Du‘ —1 genügen, so ist jene Anzahl 

—_ g(T+UyD 
— Jog+4(T'+U'yD) 


Man sieht, dafs die Anzahl von Classen, in. welche die sämmtlichen 





Substitutionen Fi zerfallen, immer nur von der Determinante D abhängt. 


Man findet daher für die Anzahl / der Classen, welche die aus der Form der 
zweiten Art =(a,b,c) auf die vorgeschriebene Art erzeugten Formen bil- 
den, vermöge ganz derselben Betrachtung wie oben, folgendes Resultat: 
I. Ist die Determinante D negativ, und numerisch gröfser als 3. 
so wird 
!—=1, D=1 (mod.8); !I=3, D=5 (mod. 8). 
Für die Determinante D=—3 aber ist 
1. 
II. Ist die Determinante D positiv, so hat man 
logz(T'+U'yD) 
log. T+-UyD) ° 
ı(T'+U'yYD 
= 3 en Fr 7 r ‚ . Dz=5 (mod. 8). 
Erwägt man nun, dafs der Werth von / gar nicht individuell von der 
Form = (a,b,c) abhängt, sondern nur von der Determinante D, so giebt 
die Verbindung dieser Resultate mit dem zweiten Satze des $. 4 den Schlufs, 
dafs jede Form des Systems ,, Pr» - » » Pr dieselbe Anzahl von Formen 
erzeugt. welche aus Formen der ersten Art von der Determinante D durch 
Multiplication mit dem Factor 2 entstanden sind, und so gelangt man zu fol- 


gendem Satz: 
Es sei % die Anzahl der Formen erster Art von der Determinante J, 


h’ die Anzahl der Formen zweiter Art von derselben Determinante. die 
immer —=1 (mod. 4) sein mufs, so existirt zwischen A und A’ die Relation 


h— Hl. 
(Man vergleiche die angeführte Dirichletsche Abhandlung Bd. XXI pag. 10 


dieses Journals.) 
Königsberg in Pr. im November 1854. 





i= D=1 (mod. 8); 
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15. 
Proprietes generales des courbes algebriques et 
theoremes sur les coniques homothetiques. 
(Par M. Woepcke.) 





2. 


N oieni Ü,. ©,. C, trois courbes de lordre n, passant par 
Iin(n—1)-1-r memes points, r elant un des nombres 0,1,2,3,...,2n—3. 
Les courbes Ü, et C, se couperont, en outre, en 4\n—1)(n+2) —r points a,, 
et pareillement les courbes Ü, et C, se couperont en !(n—1)(n--2)—r 
points a,, et les courbes C, et C, en 4n—1)(n-+2)—r points a, Par 
les 4 (n—1)(rn--2)—r points a, menons une courbe c, de lordre n—1; 
elle coupera, en outre, C, en 4n—1)(n—?2)--r points p,. et Ü, en 
in —1)(n—2)-r points p. Par les 4n—1)(n—?2)-+r points p, et 
par 2in—i)—r des points a, faisons passer une courbe c, de l’ordre 
n—1, ei de meme par les A(n—1)n—2)-+r points p, et par An—1)—r 
des points a, une courbe c, eyalement de lordre n—1. Je dis que c; 
passe ausst par les 4n—1)(n—2) autres points a,, que c, passe aussi 
par les 4(n—1)(n—?R) autres points a,, el que des (n—1)’ points d’inter- 
section des courbes c, el c;, 4n—1)(n—2)-+r sont silues sur la courbe 
C, ei Anm —1)—r sur la courbe c.. 

En ellet, considerons les sysiemes (C;, €) et (C,, €;) comme deux courbes 
de lordre 2n—1. Le systeme (C,, c,) passe par 4(2n—1) {(2n—1)-+3} —1 
points d’intersection des deux premiers sysiemes, ä savoir 1° par les n° points 
d’interseclion des courbes C, et C,, 2° par les 4(n—1)(n—2)-r points p, 
et les 2(n—1)—r points a,, interseclions des courbes C, et c,, 3° par les 
ın—1)(n—2)-+r points p ei les 2(na—1)—r points a,, intersections 
des courbes Ü, et c,. II s’ensuit que le systeme (Ü,, c,) passe aussi par les 
1(2n —1)|(2n—1)—3}-+1 aulres points d’intersection de (C,, c,) avec 
(Ü,, c,),. a savoir 1° par les 4(na — 1)(n—2) autres points d’intersection de 
C, avec c,, 2’ par les 4(n—1)(n—2) autres points d’intersection de Ü, avec c,, 
3° par les (a —1)’ points d’interseclion de c, avec c;. 

Or, nous connaissons tous les n(n—1) points que la courbe ec, a en 
commun avec la courbe C,; ce sont les 4(n—1)(n-+-2)—r points «a, et les 
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4(n—1)(n—2)-+r points 9; consequemment les 4{n—1)(n—?2) autres 
points d’intersection de C, avec c, ne peuvent pas se trouver sur c,, mais 
doivent ötre situes sur ©. Donc ces 4}(n—1)(n—2) points d’intersection de 
C, avec ce, doivent se trouver parmi les intersections de ©, avec Ü'\,; mais 
ce ne peuvent ötre ni les An(n—1)-+1--r points communs aux courbes 
C,, ©, C;, parce que ceux-ci font partie du 1” des trois groupes dont se 
composent les 4(2n—1)|j(2r—1)-+3!—1 points ci-dessus mentionnes, tandis- 
que les points dont il s’agit ici sont du nombre des 4 (2n—1){(2n—1)— 31-1 
autres points; et ce ne peuvent pas £tre non plus les 2(a—1)—r points «, 
par lesquels on avait fait passer des l’abord la courbe e,. Ces deux groupes 
de points elant exclus, il ne reste plus des intersections de C, avec Ü, que 
les 3(n —1)(n — 2) autres points a,; done la courbe c, passe aussi par ces 
4(n—1)(nr —2) autres points a. On demontre de la m&me maniere que la 
courbe c, passe aussi par les 4(n—1)(n -—-2) points a, par lesquels on ne 
l’avait pas fait passer d’abord. 

Considerons maintenant les (”a—1)’ points d’intersection de c, avec e;. 
La courbe c, coupe Ü\, en 4 n—1)(n-+-2) -—r points a, et en Un—1)(n—2)+r 
autres points @'; de m&me elle coupe c, en 4{n—1)(n—2)--r points p; et 
en 4n(n—1)—r autres points P’. Pareillement la courbe c, coupe Ü, en 
3(n—1)(n-+-2)—r points a, et en 4(n—1)(n—?2)--r aulres points «, et 
c, en 4(n—1)(n—2)--r points p et en In(n—1)—r autres points 2". 
Nous avons vu que le systeme (C\,, c,) passe par les (n—1)? intersections de 
C, avec C;, c’est A dire que parmi tous les points que c, a en commun avec 
C, et c,. (n—1)? coineident avec des points que c, a en commun avec Ü, 
et c,. Or, c, n’a en commun avec Ü, et c, que les na(n—1) points «, el p; 
et les (na—1)’ points «' et ?'; de m@me c, n’a en commun avec Ü, et c, que 
les n(n—1) points a, et p, el les (n—1)” points «" et "; les points a, et 
p; etant distincis des points a, et 9, ne peuvent pas &tre les points coincidants; 
consequemment il faut que ce soient les points @' et P’ qui coincident avec les 
points «@” et 9”, ou en d’autres termes, il s’ensuit que des (n—1)? points 
d’intersection de c, avec c,, 4(n—1)(n—2)-+r sont situes sur la courbe C, 
et An(n—1)—r sur la courbe e.. 


Corollaire. 


Etant donnees une conique H, et une droite L.,, si par un point 
n, pris sur la circonference de H, on mene deux droites L, et L, dont 
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la premiere coupe la conique H, en n, et p., et la droite L, en n;,, et 
dont la seconde coupe la conique H, en n, et p,, et la droite L, en n,, 
et si on fait passer par les points p, et n, une conique H, homothetique 
a H, et coupant la conique H, en p, et P, et la droite L, en m, et p,; 
les points P, p,; P:, 7; se trouvent sur une conique H, homothetique ä 
IH, et H,. 


On deduit ce corollaire du iheoreme general en faisant n—=?2, r—=1 
et en prenant 42(2—1)-+1==2 points communs aux trois courbes C,, ©, G; 
sur la droite situee a l’infini. En faisant » = 0, on oblient ce Iheoreme connu 
que trois coniques homothetiques ont toujours trois cordes communes reelles 
passant par un m&me point. 


Autre enonce du corollaire. 


S: Von a trois con:ques homothetiques H,, H,, H, passant par un 
meme point P et se coupant en oulre deux a deux en trois points p,, Pa» P5; 
il existe une infinıte de triangles dont les cötes passent par p,, Pr, pP; el 
dont les trois sommets sont situes sur les trois coniques respectivement. 

Si les coniques H,, H,, H, sont des cercles on voit immediatement 
que tous ces triangles sont semblables a celui qui a pour sommets les centres 
des trois cercles donnes. 


uI. 


Soient C,,. ©, C, trois courbes de lordre n, passant pur 
In(n-1)--1-+r memes points, r etant un des nombres 0,1, 2,3, ...,n—3. 
Les courbes Ü, et C', se couperont, en outre, en 4(n--1)(n—2)—r points 
a,, et pareillement les courbes C, et Ü, se couperont en Yn-1)n—2)—r 
points a,, et les courbes C, et C, en !(n-+1)(n—2)—r points a. Par 
les A(n--1)(n—2)—r points a, menons une courbe c, de lordre n—2; 
elle coupera, en outre, C, en Yn—A)(n—2)-r points p, et C, en 
ı(n—1)(n—2)--r points p,. Par les A(n—1)(n—2)-r points p, et 
par (n—?2)—r des points a, faisons passer une courbe c, de l’ordre 
n—2, et de möme par les z(n—1)(n—?2)-+r poin!s p, el par (n—2)—r 
des poin!s a, une courbe c, egalement de lordre n—2. Je dis que 6 
passe aussi par les 4n—1)(n—?2) autres points a,, que c, passe aussi 
par les 3(n—1)(n— 2) autres points a,, et que des (n—2)’ points d’in- 
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tersection des courbes c, el c;, A{n—1)(n—2)--r sont situes sur la courbe 
C et An —2)(n—3)—r sur la courbe c.. 

Je supprime ici la demonstration de ce theoreme parce quelle est 
entierement semblable a celle du theoreme precedent. 


1. Etant donnees une conique U et une droite u, prenons sur U 
deu. points quelconques s, el s. Par le point s, menons deux fransver- 
sales a, et c, dont la premiere coupe Ü en s, et p,, el u en I,. et dont 
la seconde coupe U en s, el n,, el u en 4,; prenons enswite sur Ü un 
point quelconque P, et designons par A, la conique homothetique a Ü qui 
passe par les points P,, n,, 4, el par Ü, la conique homothetique a U 
qui passe par les points P,, pı, Ih; en vertu du corollaire du theoreme I" 
les coniques A, et Ü, passeni par un meme point L, de la droite u. 
Faisons ensuite une construction tout a fait pareille pour le point s,. Je 
dis que les quatorze points d’intersection dans lesquels d’une part la co- 
nique C, et la droite c, sont rencontrees par la conique Ü, et la droite 
c,, el d’autre part la conique A, et la droite a, par la conique A, et la 
droite a,, se trouvent sur une courbe du troisieme ordre qui passe par 
les deux points situes sur la droite a linfini dans la direction des 
asymptoles de la conique U. 

La demonstration suit immediatement d’un theoreme que j’ai donne dans 
le journal de M. Liowville (Tome XIX, pag. 407), si on considere les systemes 
Ueu Üete, Öeico,, A, et a. A, et a, comme cing courbes du 
troisieme ordre, ei si on remarque que les courbes (C,,c,) et (A,,«a,) d’une 
part, el les courbes (C,, 6,) et (A,, a,) d’autre part forment deux couples 
passant par deux sysiemes de neuf points pris sur la courbe (U, u). 

2. Si on fait a, parallele a a, et c, parallele a c,, la courbe du 
troisieme ordre se decompose dans une conique et la droite situee & l’infini. 
En ce cas les douze points d’intersection de c, avec Ü;, de Ü, avec c,, de 
C, avec Ü,, de a, avec A,, de A, avec @,, de A, avec A, se trouvent sur 
une conique. 

3. Sion fait coincider les points s, ei s, et les droites «, et @,, les 


“ 


Y 


six points d’intersection de c, avec Ü,, de C, avec c, et de A, avec A: 
sont sur une conique homothetique a U. 
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Corollaire. 

Etant donnes trois cercles ©,. C,, C, passant par un meme point p 
et se coupant, en outre, en trois points, a savoir C, et en P,,G, et C, 
en P,, et C, et ©, en P,. si on mene la corde commune P,p qui rencontre 
le cercle €, en p et s, et si par s on mene deux transversales quelconques 
dont l’une e, coupe ©, en g, et r,, et dont l’autre c, coupe Ü, eng, et r,, 
les quatre points 4,» 7, 92, 7, sont toujours sur un cercle C,. 

Si par le point P, on mene une transversale quelconque e, coupant ©, 
en L, et ©, en L,, le cercle qui passe par les points P, et L, et par les 
interseclions de c, avec Ü, et c,, et le cercle qui passe par les points P, et 
IL, et par les intersections de c, avec Ü, et c,, se coupent egalement sur C.. 


Berlin. au mois de Juin 1856. 
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16. 


Über eine elementare Transformation eines m Bezug 
auf jedes von zwei Variablen- Systemen linearen 
und homogenen Ausdrucks. 


(Aus den hinterlassenen Papieren von ©. @. J. Jacobi mitgetheilt durch €. W. Borchardt.) 








Aur einen Ausdruck f, welcher sowohl von den Variablen #, &,...«, 
als auch von den Variablen y, y, ... y„ eine lineare homogene Funktion ist. 
und den man kurz eine zweifach lineare homogene Funktion nennen kann, läfst 
sich eine ähnliche Transformation anwenden, wie diejenige, vermittelst welcher 


man bekanntlich eine von n-+1 Variablen x, 2, ... x, abhängige quadratische 
Form nur auf eene Weise als Quadratsumme Az’+A, 4 ++ +A,2,,+ -+A,z‘ 


so darstellt, dafs (für jedes m von m=0 bis m=n) z, eine nur die Va- 
riablen 2, Cmyı.... 2, enthaltende lineare homogene Funktion ist. Die in 
Rede stehende Transformation besteht in Folgendem: 


1. Es seien w, u, ... u, lineare homogene Funktionen von x, &, ... r, 


nämlich: 
| en 
u 22 out Oi +4 OynKn 
MD ‚yi | | * 
(1.) u = 0,0u8 4- O1 FCı7 **T ı,nE, 
u, a ; 0,004 Ü,, ıTı _- eo + On, nr 


Bildet man aus denselben Coefficienten, indem man ihre Horizontalreiben mit 
ihren Vertikalreihen vertauscht, n+-1 andere lineare homogene Funktionen 
v, dv, ... v, der Variablen y, yı ... Yı: 


= 0,0Y+ 0,0Yı Ber + 0,,0Yn 
a) Je mrtaund tm, 


U tat Pt, + 0,0Yn 


sodafs u, u, ... %, und ©, v, ... v, zwei solche Systeme linearer homogener 

Funktionen resp. von z, 2, .... 2, und y, Yı.». Y„ Sind, welche man kurz 

zwei comjugirte Systeme nennt, alsdann hat man, wie unmittelbar erhellt, die 
34 * 
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identische Gleichung 
3.) yuzytyd + -+yu—= v+20 4... +2,0. 


Umgekehrt ist die Gleichung (3.) die für zwei conjugirle Systeme von 
Variablen definirende Gleichung. Weifs man nämlich, dafs «, ®, ... %, und 
v,®,... vo, zwei Systeme linearer homogener Funktionen resp. von 2, 7, ..: £, 
und von Y, Yı »-. Y„ Sind, so genügt die Gleichung (3.), um zu beweisen, 
dafs beide Systeme conjugirt zu einander sind. Denn man substituire die 
Werthe von , u,...%, aus (1.) in (3.). so ergeben sich die Gleichungen (2.). 


Definirt man nun f durch die Doppelgleichung 

4) f=yuryar ty = 204204409 
so ist f der allgemeinsie sowohl in Bezug auf z, z,...x, als auf y, Yı---Yn 
lineare und homogene Ausdruck. 


2. Es sei 








0,0 ' a1 | 

u —— u, a —e u v, — D, a q 
@0,0 &u,0 J 

[73] Oo. 2 

' 20; ' 0,2 i 
(5 ) / Us = U, Re 23 = ®, — —»ı E 
&),0 &),0 3 

& a $: 

! n,V ! ı),n A 
u„ = U„— —M U. vd, — —v ® 
0 &u,0 F 


sodals in x, «, ... a, die Variable x fehlt, in v;, ®,;.... v!, die Variable y, 
dann verwandelt sich der Ausdruck (4.) in den folgenden: 








uytzntzenttnityiatrneite ty 


0,0 au,0 &0,0 








— Ze ne. x, + vo + eat ten, 


@),0 &,,0 


oder, was dasselbe ist, es wird 





= .,th 

wo i 
h = ywtyWat ty = 29 +. +2,00. 

Diese Doppelgleichung zeigt, zufolge der früheren Erörterung, dafs die 


linearen homogenen Funktionen %1, % ».-%, VON 21, 22...%, und 9, 9% ...v, 
Von Yıs Ya ».: Y„ Wiederum zwei comjugirte Systeme bilden, deren. Coeffi- 


cienten durch «’ mit zwei unteren Indices bezeichnet werden mögen. 


ee 
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3. Fährt man in dieser Weise fort, so erhält man nach m maliger 














Transformation 
(m—1) (m—1) 
uv , uv , Wo) a Fact 
(6.) f 377. + Fr T a’ + a (m—1) + Im: 
0,0 1,1 2,2 Gn—L.m-i 
(m) (m) (m) (m) . (m) (m) 
A end Yı U, Hy, -+- ... +Yy, U, = En U -- Tn+1 Dnz+ı u. +- 2; v, ” 
. R 5 (m) (m) (m) 
wo die linearen homogenen Funktionen %, ‚Umzı---%, VON Ly, Enjıc En 
(m) ’ TR 
und ®,, , v, 0, VON Yms Ymzı::: Yn ebenfalls zwei conjugirte Systeme 
bilden, deren Coefficienten resp. durch 
(m) (m) (m) (m) (m) (m) 
Om, m m,m-+Ii > m,n Om, m m-+-1,m ie On m 
5. (m) (m) (m) (m) (m) (m) 
( ) a und Om,m+1 Om+1,m-+1 BR On, m-+1 


Pr Em+i,m+1 = fe m+1,n 


bezeichnet werden mögen. 

Für k—=1,2...n ist u, eine lineare Verbindung von % und w,. 

ür k—=2,3...n ist ul eine lineare Verbindung von «; und u, da- 
her auch von w, w, und , u. Ss. w. 

Allgemein: für k—=m, m-1...n ist u) eine lineare Verbindung 
von %, %, ... %,_, und %,, und zwar eine solche, in welcher x, , ... &,„_, 
nicht vorkommen. Hierdurch allein wird «\" , abgesehen von einem constanten 
Faktor, bestimmt, und zwar als die Determinante des Systems 


09,0 O,ı + Omi u 
01,0 Gı,1ı 0. O,m-1 u; 


Om1,0 Om1,1 + + m-ı,m-ı Um-i 
0x, 0 Oxı 0. Om Ux: 
Aehnliches gilt für die Bestimmung von u 
4. Die übrig bleibende Ermittlung des constanten Faktors geschieht 
einfach durch folgende Betrachtung: 
Man setze gleichzeitig 
ds, Sen ei ... Bd, 
so folgt hieraus, wie leicht zu sehen, 
—=t wen... u, > 
und hieraus auf dieselbe Weise 
Bein, nt 
u.s. w. bis man endlich zu der letzten Gleichung: 


u, —0 gelangt. 
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Ist nun Ak eine der Zahlen m, m+1...n, so folgt aus “= 0 in 
Folge der Gleichungen (5.): 


u = u, 
ebenso folgt aus u —= 0: 
u er 
u.s. w. und endlich aus U", — 0: 
om 


Als schliefsliches Resultat erhält man also, dafs wenn gleichzeitig , %,,... %._ı 
verschwinden. 
u — u 
wird (wo k=m, m-+1 .... n sein kann). 
Hieraus geht hervor, dafs die Determinante des Systems (8.) durch 


den Coefficienten von &, in derselben dividirt werden mufs. d. h. durch die aus 


&u,o &),ı m 
1,0 Cıı 0. Ami 
O m—1,0 Om-1,1 Se mi, m—1 


gebildete Determinante, um u” zu geben. 


Bezeichnet man mit Bezout die Determinante dadurch, dafs man ein 
positiv zu nehmendes Glied derselben in runde Klammern einschliefst, so erhält 
man nach Einsetzung der Ausdrücke (1.) von u, %, ... Um-ıs Ur: 


(m) 
| (&yo Ar + + Amaı,m-ı) U 


—= (&,o Mıı ++ Am-ı,m-i Or m)Um 
(9.) A an en 
+ (@&,o Cr Omaymaı &p,n)En 


und hieraus endlich ergiebt sich für die Coefficienten (7.) die Gleichung: 





(10.) (m) Re := (0,0 &ı,ı ... Em—1l,m—1 @x,i) 


kyi I 


(®o,u 1,1... Rm-ı1,m-1) 
(wo sowohl ? als Ak die Werthe m, m+1, ... n haben können). 

5. Die Gleichungen (6.),. (9.), (10.), in deren erster man m=n 
zu setzen hat, enthalten die Transformation, von der hier die Rede ist., und 











geben: 
i af nn (rn) 3Cn) 
ä_ Pr... ae (&,0%,,1) 2 % soll (9,0%, 1 °7 @amı,n-1) Un Un 
ae | ... n . 
20, (yo &ı,n) (%,.® 1 &2,2) (&y,0@ 1° Snaı,n-1®n,n) 





wx en: . 








a Eee 5 
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wo 
in 
{ (m) . \ u 
&,o &,ı ++» Gr = = (0,0 O1 ++ Amal,m-ı IAmi)H#i 
i=m 
ion 
| (m \a, 
(0 C&ıı +‘ Om-1,m-ı)Un Sa = (0,0 Oıı 5% Oct Dh" )Y;- 
im 


Man kann dies Resultat in folgendes Theorem zusammenfassen: 


Theorem. Es sei 


in kn 
f= 22 oıEıYyı 
i—U kV) 
eine lineare homogene Funktion sowohl von &, &,... x, als von Y, Yı:-:- Yı» 


so kann dieselbe nur auf eine Weise in der Form 
f = AUV+4AU)V,+--4+4,U,Vn+ + A.U,V, 


so dargestellt werden, dafs (für jedes m) U, und V,„ zwei resp. nur die 
Variablen &,, 2u4ı --- 2, und Yas Ymtı >: Yn enthaltende lineare 
Funktionen sind. Diese Darstellung ist: 


UV U ..u we U,V, 


/ Mr: 7 PuPpı Pm—ıPm er + Pn-ıPn a 
wo U, und V,„ die Determinanten der Systeme 





po 


of of 

&,o &oı +++ Ky,m-ı dy Go. 0: mt Zr 

[99 [04 a JB a a a KIA 

1,0 &,ı +++ A,m-ı dy yı Gr +++ Omuıı Z. 

* 1 en 
A A [94 or [94 194 a of 
m,( 2 BE m,m—1 OYm U,m Ei m-1,m Om 


und 7, die Determinante des Systems 
&,u &,1 +++ um 


Go O1 ++.» Om 


) 


A m,0 Om,ı u O m,m 


bedeuten. 

Läfst man hierin die Variablen z, z, ... x, und y, Yı -.. Yy„ mil 
einander zusammenfallen und unterwirft zugleich die Coefficienten « der Be- 
dingung, dafs sie ungeändert bleiben wenn man Horizontal- und Vertikal- 
reihen mit einander vertauscht, so erhält man das bekannte 
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Theorem. Eine quadratische Form 
ion k=n 
fi km = = 04; %; £ı 
u) k=UV 


(wo @,; == @;,, Ist) läfst sich nur auf eine Weise in der Form der 
Quadratsumme 


f= ART 40:4 + 4208.30: 
so darstellen, dafs (für jedes m) U, eine lineare homogene Funktion nur 
von den Variablen &,, Zn; --- 2, ist. Diese Darstellung ist: 











U: U? U: U: 
nn -—t- I N ... la sd raue ar: 
[= | 5 7 | £ g 
Pa Po P, Pm—ıPm Pn—1 Pn 
wo U, die Determinante des Systems 
of 
Go O&ıı c &,, m—i 2 x 
of 
un in | 337 
4 
of 





N 
Om, Amı +++ mm 3 F 


und ?, die Determinante des Systems 
Ayo Ay +++ gm 


Co A, ı +++ Om 


m, "m, 


bedeuten. 





Irre. 


Be 
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17. 


Extrait d’une lettre deM. €. Hermite aM. Borchardt 

sur ’invariabilite du nombre des carres positifs et des 

carres negatıfs dans la transformation des polynomes 
homogenes du second degre. 





Paris, ce 24 avrıl 1856. 

NT Dans le cas, ou Vous le jugeriez convenable, Vous pourriez 
publier la demonstration suivante, du principe decouvert par Jacobi, et employe 
par lui a la d&monstration des belles formules pour les conditions de realite 
des racines des &quations algebriques, que Vous avez donnees dans Votre 
memoire, sur l’equation a l’aide de laquelle etc. Rien d’ailleurs n’est plus 
simple que d’etablir ce principe que j’enoncerai ainsi: 

Quelque substitution reelle, que l’on employe, pour reduire un polynome 
homogene du second degre a une somme de carres, le nombre des coefficients 
de ces carres qui auront un signe donne sera toujours le m&me. 

Supposons en effet qu’un polynome homogene du second degre f, ä 
n--1 indeterminees &, y, ... © se reduise ä l’expression suivante: 


[= gm tar t tn T 


en faisant: 


2 = any ter, ++ +a"z, 
(1.) ” Pu+Pßaıt+ "+P”z 
v— Im ++ +1, 
Si l’on donne une seconde substitution egalement reelle, 


aX,+a X, +... +amX, 
EX, +6 X, +. +60X, 


\ 


Pr 
a EL aa 
v— IK HI -+ ++ +HWX, 

de laquelle resulte la transformation analogue: 


f> AutnmdÄH+ . +, 
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272 17. Hermite, lelire sur un principe alyebrique. 


il s’agit de prouver que le nombre des coefficients e, qui auront un signe 
donne, sera egal au nombre des coefficients 7, qui auront le m&me signe. 


A cet eflet, et pour fixer les idees, supposons negalifs, &, &ı, --- & 
et posilils les coefficients suivanis: &;,1, &425 «++ &%. Supposons aussi.que 
No» Ms ++» MN Soient negatifs, tandis que Nxrız Mkr25 »+ + Nm Seront positifs. 


On aura d’abord en egalant entre elles les deux expressions de la forme f, 


Hr tert er + u 1A, -+ mAı-+ 2 +m7X, 
les variables etant liees par ces &quations: 
tat + - taNg, = ad, +a A, +. +a"X, 
ga) Para +" = BR TEA HA, 
Aa +2 + +9, = IK + UA, + ION, 
Avant d’aller plus loin, j’observe qu’on pourra toujours les resoudre par rap- 
port aux indeterminees z ou Ä, si l’invariant de f est different de zero, et 
si aucune des quantiles & et 7, n’est nulle. Soit en effet, J l’invariant de f, 
d et d, les determinants relatifs aux substitutions (1.) et (2.), on aura: 
u a 5 | 2 
a 
de sorte que d et Ö, ne pourront jamais &tre supposes nuls sous les con- 
ditions admises. 
Cela remarque, remplagons &,, 2, ... 2; d’une part, 2;,15 Ziras «+: In 








i x X; Liz1 Xiı2 Lu 
de l’autre par: ...  — el: ... a, Ge 
v— €)  y— €, ’ v—&i Veizı ’ Veir2 ’ VEen P 
X, A, we. 


ei: Ayıı Ayyıy-- ‚A, 





gons de m&me A, ÄA,,... A, par: 
Y +1 A, +2 En 
par: — ’ . 777 ’ 
VNk+ı VNk+2 VNn 
determinees, la resolution des &@quations (3.). On sera par la amene ä la 
relation suivante: 
2 2 2 2 2 2 
a a EEE RO + Lip + 2 + EM + LT, 


= — Ah Amt Kete td 


ou l’on pourra supposer: 


u Fi Zu Eu 7 
puis effectuons par rapport ä ces nouvelles in- 








I = PA + YA, + ... +5,Ä, ä 
m » ee: an 


(4.) 


= BR WER TE he, x, 
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les coeflicients etant essentiellement reels. Or je vais etablir l’impossibilite 
d’une telle relation des que l’on suppose % different de ©. Pour fixer les idees 
jadmettrai qu’on ait k>>?, et j’observerai que parmi les diverses &quations 
auxquelles les coefficients de la substitution (4.) doivent satisfaire, on voit 
s’offrir en premier lieu celle-ci: 


2 2 2 2 2 2 
= pi" EtPntPpet tm — —1 
qui ne pourrait evidemment &tre verifiee que pour des valeurs imaginaires des 
quanlites 9, si l’on avait: 
Po = 0, Pı —- 0, a P: = 0. 


Or on va voir comment de la substitution (4.), il est possible de deduire une 
nouvelle, qui transformant le Ten 


5.) nn - ui "dt iu trinte + 
en: 

Ci BED 72 PARSE 727 CHEıp Reue € 
ait encore ses coellicients reels, et de plus presente ce caractere, que l’inde- 
terminee X‘, ait disparu dans les expressions des indötermindes 2, 21, --. Zı_ı- 
Comme on suppose k>?, k—1 sera au moins egal a ©, et les conditions 
pr&cedemment Enoncees, se trouvant realisees, notre theoreme se trouve par 
la m&me demontre. 

A cet effet nous remarquerons ‚chen peut sans changer le polynome (6.) 

y remplacer Ä, et Ä,, par: cosp A,--sinpgAÄ,, sing A, — cosyÄ, et intro- 
duire par la un angle arbitraire dans bi formules (4.), qui deviendront: 


IL, = (Po c0sp-+ ysinp) Aut (Psing — gucosp) A, 2. ... 
c, ich 23.2 — 


| 


= ET IR u In N . 
Maintenant et quelque soient les coefficients p, 4, etc. on pourra disposer de 
cet angle, de maniere a avoir: 


p,cosp-+gsiny — 0 
et l’on sera amene ä une nouvelle substitution egalement reelle, ou l’indeter- 
minee Ä,, aura deja disparu dans la valeur de x,. Cela fait, partons de 
cette nouvelle substitution pour y introduire de nouveau un angle arbitraire, 
en remplagant A, et Ar, par: cospAÄ,-+sinpX,, singA,— cospAÄ,, ce qui 
se fera encore, sans changer le polynome (6.). On voit en raisonnant comme 
39 * 
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tout a l’heure, qu’on pourra annuler le coefficient de Ä,, dans l’expression 
de x,. Or des calculs analogues pourront &tre continues, jusqu’a ce qu’on soit 
amene a remplacer Ä,_, et X, par: cosp Ä,_,+ sinpÄ,, sing Ä,_,— cospÄ,, 
et en derniere analyse, on voit que de la substitution (4.) on aura deduit par 
des operations toujours possibles, une substitution reelle dans laquelle Ä,, 
A,,... X,;_, auront disparu de l’expression de l’indeterminee z,. Ce premier 
point etabli, nous concevons qu’on repete, en raisonnant sur l’indeterminee 
suivante z,,. des op6erations toutes semblables, mais en se bornant ä faire dis- 
paraitre de proche en proche, dans l’expression de cette indeterminee, les 
coefficients de A, Ä,, --- Ar_.. On n’aura ainsi besoin d’introduire dans 
les substitutions successives que les indeterminees Ä,, A), -.. ÄA,_ı, de sorte 
que ces calculs faits, on ne verra reparaitre dans la valeur de z, aucune des 
indeterminees, qui en ont deja ete Eliminees. Cela pose, il est clair qu’en 
raisonnant d’une maniere analogue successivement sur X,, X; elc., on sera en 
dernier lieu conduit ä faire disparaitre la seule indeterminee Ä‘,, de la valeur 
de z;_,.. Elle ne se trouvera point d’ailleurs dans les indeterminees pre- 
cedentes, Li_2, Zysy ++» &u, et de la sorte on sera parvenu ä une derniere 
substitution, consequence de la substitution (4.), transformant encore le poly- 
nome (5.) dans le polynome (6.), et qui tombe dans le cas indiqu& plus haut, 
ou il est manifestement impossible que les coefficients soient des quantites 


reelles. 
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18. 


Uber einen algebraischen Eundamentalsatz und 
seine Anwendungen. 


(Aus den hinterlassenen Papieren von ©. @. J. Jacobi mitgetheilt durch ©. W. Borchardt.) 





1. 


Ma weils, dafs jede reelle rationale ganze homogene Function 
2ten Grades auf unendlich viel Arten als ein lineares Aggregat von Quadraten 
reeller linearer von einander unabhängiger Functionen dargestellt werden kann. 
Wie verschieden aber auch diese Darstellungen sein mögen, so wird in allen 
die Anzahl der positiven, so wie die Anzahl der negativen Quadrate 
dieselbe bleiben. 

Man nennt in diesem Satze positive und negative Quadrate des Aggre- 
gates diejenigen, welche mit einem positiven oder negativen Coefficienten be- 
haftet sind. Man kann jeden dieser Coefficienten, positiv genommen, in das 
Quadrat, in welches er multiplieirt ist, einbegreifen, indem man für «u? oder 
— au’, wo « einen constanten Coefficienten und eine reelle lineare homo- 
gene Function bedeutet, (ya.u) oder —(y«a.wu)’ schreibt, wodurch die 
lineare homogene Function, welche in’s Quadrat erhoben wird, nicht aufhört, 
reell zu sein. Es kann daher der Allgemeinheit unbeschadet angenommen wer- 
den, dafs alle Quadrate nur mit dem Üoefficienten +1 oder —1 behaftet sind. 

Unter dieser Annahme kann der obige Satz so ausgesprochen werden: 


Fundamentalsatz. 

Es seien 7,5 Pay... F;5 Sıs Say. SUNG %,, Un... Un, ds au... D, 
zwei Systeme reeller von einander unabhängiger *) linearer homogener 
Functionen, zwischen deren Quadraten die lineare Gleichung 

r+nr-+ ... +r; — HH — 
— ut+W+ öse +0, —- u u — 7 — vu 
identisch Statt finde, so ist nothwendig 


i—=m, k=n. 





*) d.h. zwei Systeme, deren jedes aus Functionen besteht, die von einander un- 
abhängig sind. 
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Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich aus den folgenden elementaren Be- 
trachlungen. 


Wenn man, was immer verstaltet ist, eine Anzahl von einander un- 
abhängiger linearer homogener Functionen B,, B,,... BD; an die Stelle einer 
oleichen Anzahl von Variabeln z,, 2;, ... X; in eine lineare homogene Function 
A einführt, so wird diese wieder eine lineare homogene Function der Gröfsen 
B,, B,,.... B; und der übrigen Variablen &;,,, 2;;2, etc. 


=. :2 ’ , | - 
A =— + hy B,-+ 1, B, + ... 4 ,B + wm 21 + m; + eic. 


Wenn die sämmtlichen Coefficienten «,, 1, etc. verschwinden, wird A blofs 
durch die Functionen B,, B,,... B, bestimmt, und dann mufs es auch immer 
zugleich mit ihnen verschwinden. Wenn dagegen auch nur einer der Coeffi- 
cienten ,, (4 etc. nicht verschwindet, ist A von den Functionen B,, B,,... B; 
unabhängig, indem es für alle Werthe, die man diesen Funclionen beilegt, 
seinerseits noch wieder jeden beliebigen Werth annehmen kann, und es braucht 
daher in diesem Falle A auch nicht zugleich mit den Functionen 2,, D,,...B,; 
zu verschwinden. Hat man nun k von einander unabhängige lineare homogene 
Functionen A,, As, ... A, und ist A >>2, so kann es niemals geschehen, dafs 
durch diese Einführung der Funclionen B,, B;,,... B; als Variablen an die 
Stelle der Variablen 2&,, &;, ... x; in allen Functionen A,, A,, ... A, zu- 
gleich alle übrigen Variablen &;,,. %;;.2 etc. von selbst herausgehen. Denn 
sonst wären A,, As, ... A, blofs Funclionen von B,. B,,... B,, und nie- 
mals kann die Anzahl von einander unabhängiger Funclionen, wie A,, A,,... A, 
sein sollen, gröfser als die Anzahl der Variablen sein, wie es hier der Fall 
wäre, da man vorausgesetzt hat, dafs Ak >. Es werden also die 4 Functionen 
A,, ÄA,,... A, nicht nothwendig zugleich mit den 2 Funclionen B,, B,,...B, 
verschwinden müssen. Hat man mehr als © lineare homogene Functionen 
B,. B,.... B,. von denen aber nur B,, B,, ... B; von einander unab- 
hängig sind, während die übrigen B;,,, Bi, ... D, durch sie bestimmt 
sind. so werden alle Functionen B,, B;,, ... B,„ verschwinden, wenn B,, 
B,,... B; verschwinden. Ist nun m <{%, also gewils ©<<k, so hat man 
das folgende Lemma: 


Lemma. 


Wenn eine Anzahl von einander unabhängiger homogener linearer 
Functionen die Anzahl anderer homogener linearer Functionen über- 
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trifft, so kann man immer bewirken, dafs diese letzteren verschwin- 
den, ohne dafs zugleich auch die ersteren alle verschwinden. 


Dieses Lemma, welches vielleicht nicht einmal eines Beweises bedurft hätte. 
führt sogleich zu dem aufgestellten Fundamentalsatz. 
Man nehme nämlich an, dafs in der identischen Gleichung 
rt t4nodode ii 
— u +-W-+ 2 +1, u — dd 
die Zahlen © und m verschieden sein könnten, und dafs m <<, so wäre auch 
m--k<?--k, und es könnten die m-+-% Functionen 


U, U, , ... Uns Ss 5), ... $ı 





verschwinden, ohne dafs die 24% von einander unabhängigen Funclionen 
rs "3, ... r;s 51» 5» ... 677 

alle mit ihnen zugleich verschwinden. Man hätte dann die Gleichung 

2 2: 3 2 2 2 2 

rn +n- ... +r; = — U u — + — dv), 
in der 7,5 #25 »+. #5 Vs day »..+ dv, reelle Gröfsen sind, und r,, 75, «++ 7; 
nicht alle verschwinden, welches absurd ist. Ganz eben so beweist man, dafs 
auch » und % nicht von einander verschieden sein können, wozu man nur in 
der gegebnen identischen Gleichung alle Zeichen umzukehren und dieselben 


Betrachtungen zu wiederholen braucht. 
Der vorstehende Beweis zeigt, dafs man die Bedingung, dafs w,,, %,, ... 4. 
©, ©, ».. ©, von einander unabhängig seien, fortlassen, und dann den Satz 


etwas allgemeiner so aussprechen kann: 
Wenn rı, rn,» ..:T; Ss S2% ...8,, Us U: . ... Uns Ü,s U; ... 0. 
reelle homogene lineare Functionen und 
rı, 15» ... ri, $ı> $), ... $, 
von einander unabhängig sind, so kann eine identische Gleichung 
2 2 2 2 2 2 
n+n-+ Hi — 
2 2 2 2 2 2 
= w+W-+ 2 +1 0 — ne 
niemals bestehen, wenn m<i oder n<k. 


Der aufgestellte Satz zeigt, dafs die reellen homogenen Functionen zweiten 
Grades sich spezifisch von einander unterscheiden, je nach der Anzahl positiver 
und negativer Quadrate reeller linearer von einander unabhängiger Functionen, 
durch welche sie dargestellt werden können, indem diese Anzahl von der 
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Wahl der linearen Functionen, die man sehr verschiedenartig treffen kann, 
sänzlich unabhängig ist. 

Die Aufgabe, reelle lineare Substitutionen anzugeben, durch welche 
ein Ausdruck 


wieder dieselbe Form 


tin 

erhält, kann auf die ähnliche Aufgabe zurückgeführt werden, in welcher die 
Quadrate der beiden Aggregate sämmtlich positiv sind. Hat man nämlich ?—+% 
lineare Kunclionen von 7}, "3, ...7;, di, day... ©, Welche mit %,, %, ... %;, 
Sjs San... S; bezeichnet werden sollen, von der Beschaffenheit, dafs die iden- 
tische Gleichung Statt findet: 


URRRET u +1 +2 +++5s 

| + ++... +v, 
welche mit der vorgelegten übereinkommt, so kann man mittelst der ?—+% 
linearen Gleichungen, welche das eine System Variablen durch das andere 
besliimmen, jede 2-+-% der 2(2+%) Variablen linear durch die übrigen ?+% 


ausdrücken, und daher auch die Gröfsen r,, Fa, »». 7, Sıy Sa, »». $, durch 
die Gröfsen %,, %, ... Us, dis au... U 


sah 


2. 

Aus dem Fundamentalsatz ergiebt sich sogleich der bekannte Satz: 
dafs die Gleichung eines Kegelschnitts oder einer Fläche 2ten Grades 
immer eine Curve oder Fläche derselben Art darstellt, das Coordinaten- 
system mag ein rechtwinkliges oder ein beliebiges schiefwinkliges sein. 

Werden nämlich für zwei verschiedene Coordinatensysteme, auf welche die ge- 
gebene Gleichung der Fläche bezogen wird, die auf die Richtung der Haupt- 
achsen bezogenen nit 


ApP-+ Bf +Cr?-+Dp+Ey-+Fr 6 = 
A'yp"”+Bg”’-+-Cr”+Dy-+ Ed + Fr6G@G = 
so werden die ersten Theile der beiden Gleichungen Aa wenn man für 
p; 9, r und für p’, g', r’ gewisse reelle lineare homogene von einander un- 
abhängige Functionen der Coordinaten x, y, %& substituirt. Damit aber diese 


Identität Statt finden kann, mufs es nach dem Theorem unter den Coefficienten 
A, B,C eben so viel positive, negalive und verschwindende geben, als unter 








i 
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den Gröfsen A’, B’, EC’. Die Art der Fläche hängt aber davon ab, wie viel 
von diesen Gröfsen positive, negative oder verschwindende sind, wodurch der 
Satz für die Flächen folgt, und ebenso auch für die Kegelschnitte erhellt. 


Auf ähnliche Art und ebenso unmittelbar ergiebi sich aus dem Fun- 
damentalsatz der bekannte Satz, 


dafs wenn eine Fläche zweiter Ordnung, durch eine auf ein System con- 
jugirter Durchmesser bezogene Gleichung, Ap’-- By’ + Cr’—= 1, gegeben 
ist, immer gleich viel von den Coefficienten A, B, EC positiv und negativ 
werden, welches System conjugirter Durchmesser der Fläche man auch 
zu Coordinatenachsen genommen hat. 
Wenn nämlich Ap +Bf+Cr=1 und Ap"”+ B’g’-+ Cr” —1 Gleichun- 
gen derselben Fläche, auf verschiedene Systeme conjugirter Durchmesser be- 
zogen, bedeuten, so müssen wieder die beiden Ausdrücke Ap’-+ By’ + Cr’ 
und A’p”+B’g”--C'r” identisch werden, wenn man für p, g, r und für 
p', g, r' gewisse reelle lineare homogene von einander unabhängige Functionen 
der Coordinaten z, y, 2 substituirt, und daher unter den Coefficienten A, B, C 
und A’, B', C’ dieselbe Anzahl positiv und negativ sein. 


Die allgemeinste Correlation zwischen räumlichen Figuren von der Be- 
schaffenheit, dafs die entsprechenden Flächen immer denselben Grad haben, 
besteht darin, dafs man für die Coordinaten der Puncte der einen Figur Brüche 
setzt. die denselben Nenner haben. und deren Zähler, so wie der gemein- 
schaftliche Nenner, lineare Functionen der Coordinaten der Puncte der anderen 
Figur sind. Es seien die Gleichungen zweier sich zufolge solcher Correlatiou 
einander entsprechenden Flächen 2ten Grades, auf Systeme conjugirter Durch- 
messer bezogen, 

Az’ + By’ -+ O2? -- Dw’ — 0, 
Ap-+-Bf-+Cr’-+-Ds — 0, 


und =, z, — die Coordinaten der Puncte der beiden Flächen 


n V ° 
ee 
w w w 


bedeuten. Es mufs dann die identische Gleichung 

Ap+Bg+ Ur+D's Pan Ax’-- By’-+Cz’-+Dw 
dadurch erhalten werden können, dafs man für p, g, r, s reelle lineare homo- 
gene von einander unabhängige Funclionen von z, y, 2, w seizt, und daher 


unter den Coefficienten A, B, C, D und 4’, B', C', D' eine gleiche Anzahl 


positiv und negativ sein. Wenn drei dieser Coefficienten positiv und einer 
Journal f. d.M. Bd. LIll. Heft 3. 36 
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negativ oder drei negativ und einer positiv sind, so können diese Gleichungen 

sowohl Ellipsoiden als elliptische (zweiflächige) Hyperboloiden darstellen; 

wenn dagegen von diesen Coefficienten zwei positiv nnd zwei negativ sind, 

nur das hyperbolische (einflächige) Hyperboloid. Man hat daher den Satz: 
Nach der allgemeinsten Correlation, bei welcher je zwei einander ent- 
sprechende Flächen denselben Grad haben, können einander Ellipsoide 
und elliptische Hyperboloide, aber hyperbolischen Hyperboloiden nur wie- 
der hyperbolische Hyperboloide entsprechen. 


(Der Schlufs dieser Abhandlung, welcher für die weiteren Anwendungen des 
Fundamentalsatzes bestimmt war, ist nicht vorhanden. Von einer dieser An- 


wendungen giebt die folgende Bemerkung Nachricht.) 
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19. 


Bemerkung über die beiden vorstehenden Aufsätze. 
(Von €. W. Borchardt.) 





Das algebraische Prinzip, mit dessen Beweise sich die beiden 
vorstehenden Aufsätze beschäftigen, ist, wie mein scharfsinniger Freund 
Herr Hermite in seinem Briefe erwähnt, von Jacobi aufgestellt worden, der 
es indessen nicht bekannt gemacht hat. 

Aufser dem hier gegebenen Jacobischen Beweise jenes Prinzips, der 
sich unter seinen hinterlassenen Handschriften gefunden hat, kennt man durch 
mündliche Ueberlieferung überdies eine Anwendung, die er davon ge- 
macht hat, und von welcher Herr Hermite in seinem Briefe ebenfalls spricht. 
Um über diese Anwendung einige Erläuterungen zu geben, lasse ich eine 
Stelle aus einem Briefe folgen, den Jacob: im März 1847 an mich richtete: 

„Ich weifs nicht, wie Sie Ihren Satz *) bewiesen haben; vielleicht 
mittelst einer Abhandlung von Sturm, wo er seinen Satz durch combinatorische 
Formeln darstellt. Ich habe mir einen einfachen Beweis gesucht, der weder 
einen Satz über Gleichungen, noch über Determinanten voraussetzt.” 

Den Sinn dieser letzten Worte erfuhr ich bald darauf durch mündliche 
Mittheilungen von Jacobi. Das von ihm zum Beweise jenes Salzes ange- 
wandte Verfahren bestand nämlich, wie er mir sagte, in Folgendem. 





Um für eine gegebene Gleichung, deren Wurzeln mit a@,, &, ... a, 
bezeichnet werden mögen, zu entscheiden, wieviel Paare derselben imaginär 
sind, bildete er den Ausdruck: 


1) S= Intern tert + +a"'r._), 
wo die Summe auf die Werthe «a, =%, ... =«, auszudehnen ist; 
derselbe läfst sich auch so darstellen: 





*) Es ist der Satz über die Anzahl der Paare imaginärer Wurzeln einer Gleichung, 
welcher sich im Liowvilleschen Journal (T. XII, pag. 59) abgedruckt findet, und den ich 
bereits vor dem Druck brieflich Jacobi mitgetheilt hatte. 


36 * 
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2) IS u +2,00 +29 2,02 + +28, _,0u8,- 
+ a2 +2, 00224 + 28,201, 2%,- 
+ : 


+ Sn ;; 


in—1ı kzn—l 
> 6. 3 SS; 0; Cr 


0 = 


| 


wo s; die Summe der ®“" Potenzen der Wurzeln «&,, &%, ... «&, bedeutet. 
Je zwei Glieder des Ausdrucks (1.), welche zwei conjugirten ima- 

genären Wurzeln a+5by—1 und «—by—1 entsprechen, geben eine Summe 

der Form (P-+ Qy—1)’-(P—- @y—1)’ =2P°—20°, wo P und ( reelle 


lineare homogene Funktionen von &,, £ı, ... &,_, Sind, d. h. sie liefern ein 


posilives und ein negatives Quadral; jedes einer reellen Wurzel entsprechende 
Glied von (1.) dagegen ist das positive Quadrat einer reellen linearen homo- 
genen Funktion derselben Variablen. 

Der Ausdruck (1.) von S wird also ein Aggregat reeller Quadrate, 
von denen eben so viele das negative Zeichen haben, als sich Paare ima- 
ginärer Wurzeln unter a,, 0, ... a, befinden. 

Indem Jacobi andrerseits auf den Ausdruck (2.) das bekannte Ver- 
fahren anwandte, wonach man denselben und zwar nur auf eene Weise unter 
der Form 

4, AUF AU; - Bar + A,.-ı En 
so darstellen kann, dafs U, eine lineare homogene Funktion von x. X}. 
Dry core Dank Ur UM Bro Ban +: Basat: Se WEB neu a 
U,„_, von x,_ı allein sei, ergaben sich für die Coefficienten A,, A,,... 4,_, 
die Werthe: 











1 1 1 1 
A=—, A= ’ 4, = ie A,M, = s 
Po Pop, PıPr Pn—2Pn—1 
wo ?,„ die Determinante des Systems: 
n 8 Mi i 
ss 9 Sm+i { 
Sm Sm+1 A. $ym 


bedeutet. *) 
In der Reihe A,, A,,... A,-, sind also eben so viel negative Glieder 
als Zeichenwechsel in der Reihe 9, Pı» Pas --- Pn-ı- Beide Resultate ver- 








*) Siehe pag. 270 dieses Hefts. 
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einigt, gaben dann mit Hülfe des Prinzips der Unveränderlichkeit der Anzahl 
der positiven und negativen Quadrate den zu beweisenden Satz, wonach die 
Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe ps Pı> P>» -.. ?„_ mit der Anzahl 
der Paare imaginärer Wurzeln der gegebenen Gleichung zusammenfällt. 





Seit dem Jahre 1847, aus welchem ohne Zweifel auch der hier ab- 
gedruckte unvollendete Jacobische Aufsatz stammt, sind in neuerer Zeit die 
Herren Sylvester und Hermite, ohne von der Jacobischen Arbeit zu wissen, 
auf das in Rede stehende Prinzip gekommen. 

Herr Sylvester hat dasselbe aufgestellt und dafür den Namen des Träg- 
heilsgesetzes der quadratischen Formen vorgeschlagen. Die von ihm gemachte 
Anwendung desselben bezieht sich auf die für die Sturmschen Funktionen 
erzeugende quadratische Form, welche er als von Herrn Hermite ihm mit- 
getheilt anführt. (S. Sylvester, on a theory of Ihe syzygelic relalions_ete. 
Phil. Trans. 1853 pag. 481, 84, und: a demonstrat. of Ihe iheorem, Ihal every 
homog. quadr. polyn. etc. Phil. Magaz. 1852 II. pag. 138.) 

Herr Herinite hat aufser dem hier veröffentlichten Beweise des Prin- 
zips eine Anwendung davon gemacht, die, mit der Jucobeschen im Grundge- 
danken übereinstimmend, umfassender als diese ist. Seine erwähnte erzeugende 
quadratische Form ist der oben mit S bezeichneten ganz ähnlich, aber sie ist 
allgemeiner, und zwar in der Art, dafs man aus ihr nicht nur den besonderen 
Fall des Sturmschen Satzes herzuleiten im Stande ist, wo — o und +x 
die Grenzen sind, zwischen denen die Anzahl der reellen Wurzeln bestimmt 
werden soll, sondern eben sowohl den allgemeinen Fall, wo irgend zwei end- 
liche reelle Gröfsen jene Grenzen sind. Eine weitere Verallgemeinerung des 
Gedankens der erzeugenden quadratischen Form hat Herrn Herinite dazu ge- 
führt, ähnliche Untersuchungen für Gleichungen mit imaginären Üoefficienten 
anzustellen (Bd. LII. pag. 39 dieses Journals) sowie den Stursnschen Satz auf 
zwei simultane Gleichungen auszudehnen. (S. comptes rendus de l’ac. de Paris 
1853 I. pag. 294, 96.) 

Schliefslich ist der Aufsatz des Herrn Briosch? anzuführen: „‚Sur les 
series qui donnent le nombre de racines reelles etc.” (Nouvelles Annales de 
M. Terquem, Juillet 1856), in welchem sich sowohl ein eleganter Beweis des 
in Rede stehenden Prinzips findet als seine Anwendung auf die Bestimmung 
der Anzahl reeller Wurzeln. 
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20. 


Auszug eines Schreibens über Kettenbrüche von 
Herrn E. Heine an den Herausgeber. 





Halle, d. 11. Januar 1857. 


... . In einer früheren Abhandlung im 34sten Bande dieses Journals 
habe ich die Nenner des Kettenbruchs, in den @aufs die hypergeometrische 
Reihe F'1, ?, y) entwickelt, angegeben; es ist mir jetzt gelungen, das Re- 
sultat auf den allgemeinen Keltenbruch für 


F(e, +1, Y+1) 
F(a,ß,y) 





den Gaufs in seiner Abhandlung über die hypergeometrische Reihe Sectio II. 
p. 13 ableitet, zu übertragen. Ich theile Ihnen das Resultat mit: Ist jener 
Kettenbruch 

1 


‚pe 





a, E 


E 





a,X 
1 —.ete. ’ 


und bezeichnet man die Zähler und Nenner des Näherungsbruches, welcher 
mit a, schliefst durch P, und Q,, so werden Q,,_ı, O0, P.,. P..+. gleich 
folgenden Ausdrücken, die ganze Functionen nten Grades sind: 


ON > Fe, ß; y) Fi—n—a, —n—ß, 1—2n—y) 
— 4,4... 4, Fa, 1—ß,2—y) Flatn, B+n+1,y4 20-41) 
On. = Fo, By)Ffi—n—a, —n—ß, — 2n—y) 
— 4,4, An" F(1—a, 1—P,2—y) Fa+n+1,ß+n+1,y+2n-+2) 
P,—= F(a,ß+H1,yH)F—-n-—a,—_n—ß,—- any) 








— 4. A Fl —a,—P, 1—y)F(a+n-41, P-n+1,7+2n-+2) 


Ponn=FXe,ß-+1, y+D)F-n—,—n—1—Bß, —?2n —1—y) 
—dAyly... Ayn422C"" Fl 6, —ß, 1 —)f) F(o+ n--1,8-+n+2,y-+2n-+3). 
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Es ist hier PER. ia. gesetzt; a,, @, etc. bezeichnen dieselben Gröfsen, 











Mr 
welche in dem Kettenbruche vorkommen, d.h. es ist 
a) a — tr +i1—e) 
er 2; : 7+1)7+2) 
> _ («+NY+1—M) 2 _ (PH +?—e) 
. 7+9(7+3) N 7+3)(7+% 
eic. 


Um also z. B. Q,, zu erhalten, braucht man nur das Product der zwei 
Reihen Fa, ß,y) und F(—n—co,—n—fP,—?2n—y) zu bilden, und in 
demselben den Theil allein beizubehalten, welcher keine höheren Potenzen von 
x als x” enthält; die Potenzen x"*', x"*?, etc., x”"*' fehlen natürlich in dem 
Producte von selbst, und erst x°”"'” kann darin auftreten. Aehnliches gilt von 
Q,,._, und den P. 

Die Ableitung dieser Resultate, welche sich leicht beweisen lassen, 
beabsichtige ich gelegentlich mitzutheilen, und werde zu gleicher Zeit die Aus- 
dehnung für den Fall geben, dafs man nicht die gewöhnlichen hypergeometrischen 
Reihen, sondern die durch ein neues Element 4 verallgemeinerten betrachtet. 
In besonderen Fällen wird übrigens das Product der hypergeometrischen Reihen, 
und dann P oder @ sehr einfach. 
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21. 


Sur une formule d’Analyse. 
(Par M. P. Tehebichev.) 


' i Er { 5 20 octobre 
(Lu a T’academie de St. Petersbourg le — 
1 novembre 








1854.) 





nu 
Si l’on represente par f(x) une fonction entiere du degre n, ei que 
l’on connaisse ses n--1 valeurs 
0 > ar 
fa), fe PeNs + +: FR”). 


la formule de Z,agrange donne cette expression de fix) 


(x — r!) TimteE Ellen a"). 


(r’— a’) (x’ ft w )4 (re)... fi") ;® 


—-L 


Ceite valeur de f(®) Be Fi EN sous differentes RR l’une des 
plus remarquables est la suivante: 











=n : _- imn 
AEFE)— Aylr) Eylar)fiac) 4 A"plr) Erf) —---; 
Il) ii) i=U 
WE SE RE rn A les coefficients de & dans les quotients de la 
fraetion conlinue 1 f 
KB ANNE 
ei 
hr 1+ En 
resultante du developpement de 
1 1 | | 1 
x—x° 7 x— x TER x— ı)? 
et w (X), W (2), ... les denominateurs des fractions convergentes qu’on en lire. 


Cette formule a l’avantage de donner f(x) sous la forme d’une fonction 


entiere, dont les termes, en general, presentent une serie sensiblement de- 


2 BE n n—?2 n—4 
croissante. Dans le cas particulier de EL. =, «= no. 2" = a PR 








u... 


= — , et rn inliniment grand, celte formule fournit le developpement de 


d" 


f(x) suivant les valeurs de certaines fonctions, que Legendre a designees 
par A” (Exer. Partie V, $. 10), et qui sont determinees ici par la reduction 





+1 . i 
de l’expression log + en fraclion continue. 
p* 


—1 

Mais la propriete la plus precieuse de cette formule est celle-ci: 

Si ’on ne prend dans cette formule que les premiers termes en nombre 
quelconque 2, on trouve une valeur approchee de f(x) sous la forme d’un 
polynöme du degre m—1 et avec les coefficients indiques par la methode des 
moindres carres, dans la supposition que les valeurs donnees de f(="), f(z"), 
fix"), ».. f(x") sont affeclees d’erreurs de me&me nature. 

Dans peu de temps, j’aurai l’'honneur de presenter ä l’Academie un 
Memoire, oü l’on verra, en oulre, le parti qu’on peut tirer de cette formule 
pour l’Analyse. 
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22. 


Über die Bewegung eines Ellipsoids in einer tropf- 
baren Flüssigkeit, Note zu der Abhandlung im 
Band LII dieses Journals. 


(Von Herrn Ölebsch.) 





In einer Abhandlung, welche im 52sten Bande dieses Journals er- 
schienen ist, habe ich die Gleichungen für die Bewegung einer unbegränzten 
Flüssigkeitsmasse aufgestellt, innerhalb deren ein fester Körper in irgend welcher 
Weise bewegt wird. Ich habe dabei besonders den Fall betrachtet, wo dieser 
Körper ein Ellipsoid ist, und habe die betreffenden Gleichungen zu integriren 
versucht, wenn das Ellipsoid sich in der Richtung einer seiner Hauptaxen 
geradlinig bewegte, oder wenn ‚es, ohne fortschreitende Bewegung. um eine 
seiner Hauptaxen rotirte. In Bezug auf beide Fälle habe ich eine Bemerkung 
hinzuzufügen. 

Für den ersten Fall erhielt ich zur Bestimmung der Curven, auf welchen 
sich die Flüssigkeitstheilchen bewegten, die beiden Gleichungen 














et ar FE: 
(1.) { a'+ u 1—4(2,— 5, +S)yatu.a tu." tu 
2logy" — du 1 


er at 14 —S+S)Yatu.atuatn 

Es waren dabei y’, y" die beiden gegen die Bewegungsrichtung des 
Ellipsoids senkrechten Coordinaten des betrachteten Flüssigkeitstheilchens, be- 
zogen auf das Hauptaxensystem des Ellipsoids als Coordinatensystem; ferner 
a, a',a" die Axen des Ellipsoids, « die der Bewegungsrichtung entsprechende, 


u der Parameter desjenigen confocalen auf welchem sich das Theilchen gerade 
befand. Endlich war 








öde: ” ö 
Ss‘ — u 

(2.) t ad +u.Yatn.a'+n.u"+u 
Z — S- Ss’ Ss — 2 








Yatu.a'+u.a' + 
und S;, &, dieselben Gröfsen, bezogen auf die Oberfläche des Ellipsoids, wo u— 0. 
Journal f. d. M. Bd.LIIl. Heft 4. 37 
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Die Gleichungen (1.) nehmen auch die Form an: 
du 1 


ad+u.yatn.atu.a tu 2 
Vatr.dta.eFr 








8.) logy” = 





— 2, + S, —S 





oder, nach den Gleichungen (2.): 


| dS' u ds" 

(4.) logy —/5 187 S_ Sn logy = Ss’+ 8" — S'—$" S 
Diese einfachere Gestalt der Integrale läfst zugleich einsehen, dals, in- 
dem man dieselben addirt, ein ausführbares Integral erhalten wird, dessen 








Resultat ist: 


Const. rı m ) S17) 
| = +8, —S'’—S 


y'y"' 











( 0.) = X 1 Ä 1 ) du 
= TI ’ 
J a+u | a" +u/ Yatu.atu. a" + u 


so dafs also wenigstens ein Integral der in Frage stehenden Bewegung auf 
ein elliptisches Integral der zweiten Gattung unmittelbar zurückkommt; und 
zwar wird auf diese Weise das Product der Entfernungen des Theilchens von 
denjenigen Hauptebenen des Ellipsoids ausgedrückt, welche sich in der Be- 
wegungsaxe schneiden. 

Für den andern der erwähnten Fälle erhielt ich damals nur ein einziges 
Integral, während über das zweite nichts festzustehen schien. Aus der Theorie 
des letzten Multiplicalors aber erhellt die Aufstellbarkeit dieses Integrales von 
vorn herein. Die Bewegungsgleichungen der Flüssigkeitstheilchen sind nämlich, 
bezogen auf ein im Raume festes Coordinalensystem 


PN 


dz .0p ER... dx, __ 0 








dt ©r dt 0x, dt da, 
Wo 
FRE KER ng 
er Fi 


Da nun hiernach der letzte Multiplicator des Systems —1 ist, also auch 
bekannt für jedes neue System von Variabeln, so folgt, dafs aus zwei Inte- 
gralen des Systems sich immer das dritte ohne Weiteres ergiebt. 

Man sieht ferner leicht, dafs der Multiplicator nicht nur aus eben diesem 


Grunde bekannt, sondern sogar —=1 ist für das im Körper feste Coordinaten- 
system, für welches die Formeln (5.) der citirten Abhandlung die Gleichun- 


gen geben 
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eine 
m 3 meet. cur 5. Ale 


Sp, Oo’ = Op 
oy’e' oy"’ \ oy'"” 
wo die A die Geschwindigkeiten, translatorische und rotatorische, in Bezug 
auf die Hauptaxen des Körpers darstellen, und lediglich Funktionen der Zeit 
sind. Verschwinden nun alle diese Geschwindigkeiten bis auf Eine, so wird 
p dieser Einen proportional. Die Verhältnisse der rechten Theile werden 
also von der Zeit unabhängig, und die Gleichungen nehmen die Form an: 
dy:dy':dy" = Y:Y':Y" und es ist noch Er} FE == 0 
al oy |! oy! ! 9" 
der Multiplicator des neuen Systems also wiederum —1; und somit aus einem 
Integrale der Gleichungen das zweite bekannt. Man hat also den Satz: 
Sobald die Bewegung des Körpers nur von eöner der sechs Geschwin- 


digkeiten abhängt; bedarf es nur eines Integrals, um die beiden übrigen 


— (0, 





sogleich zu finden. 

Dasselbe geschieht noch, wenn die sechs Geschwindigkeiten nur in 
einem constanten Verhältnisse zu einander stehen. 

Nachdem also hierdurch die Aufstellbarkeit des fehlenden Integrales 
nachgewiesen war, wurde es nicht schwer, dasselbe auf Quadraturen zurück- 
zuführen. Rotirte das Ellipsoid um die y Axe, mit der Geschwindigkeit 4”, 
so waren die Bewegungsgleichungen (110. der ceitirten Abhandlung) folgende: 


u—u.u—u, du 
a-+u. Ber a'—u di 











PB 7 8” 1 1 
PER ler ir HR rk Mat Fir) s” 
+27 ] 


MM TB ‚du, 
(6.) a+u,.a+u,.a'+u, dt 


aa te] 


MT, ‚du, 
nt 

















= 2y'y" | MR FFm )+kWS'—8") Gr + m) 
37% 
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Dabei sind «,, 4, die Parameter der confocalen Hyperboloide und % eine Con- 


stante 
a’ — a! 


EI RE (— a")&,+(a'+a")(S,— $'') ’ 
während die übrigen Gröfsen die schon erwähnten Bedeutungen beibehalten. 
Die Gleichungen (7.) nehmen ohne Weiteres auch die Form an: 





/ 


% — U. U in Se — = (a+u)[(a" —a)I—kZE)+kS'—S”" Kara’ +2u)] 


(3) (m —um.w— u- den — — (a+u,)[(a"—a') + k(S'’—S")(a’+a"-+2u,)] 


R ah 


— (a4 )[(a"— a’) +k(S’—S”)(a'+a’+2u,)]- 


Us nn u . Ur — Ur® 


1 
Ich setze nun der Kürze wegen 

\("— a) A—kE)1k(S'— S”")(a+a"’+2u) = 

Ka" — a) kiS'— 8”) (a+a") = p, 2k(S'’— SS") = g. 
Dann gehen die Gleichungen (8.), indem man zugleich die beiden letzten durch 
die erste dividirt, in die folgenden über: 


(9.) 


(Ua — 3a „(tm N= (a-+-u,)(p-+ gu) (u — u) 
(10.) 





w a 
U — U) Be (a+-u)N = (a+w)(p+ yw)(u— u). 


Wenn man diese Gleichungen subtrahirt, oder dasselbe thut, nachdem 
man sie zuvor mit «, und «, multiplicirt hat, so erhält man zwei für w,- 4, 
und 1,4, lineäre Gleichungen: 


d(u, uw | 
En .(a+u) N — {ap + u(ag--p)} — ug(ıt 1) gMule 


u (a 4 u) N —= apu Zu ap (ut U;) Dig (ag -k p + gu) uı in- 





(11.) 


Diese ae nun werden integrirt, indem man zunächst die erste mit « 
multiplieirt und zu der zweiten hinzufügt. Man erhält dann 


(12.) SUtRret). (a4 u)N a — (ug +p).a+ u,.a-+ u, 


und durch Integration: 





du 


_[tıtR, 
(13) atru.at+w = ra je; TRNUn. 








Dies ist das auch in der citirten Abhandlung gegebene Integral. Offen- 
bar kann man aber nun entweder u,«, durch w#,-+-u, oder umgekehrt aus- 
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drücken, und erhält dann aus den Gleichungen (11.) lineare Differentialglei- 
chungen mit je einer unbekannten Gröfse; nämlich, wenn wir mit V den 
Ausdruck bezeichnen, welcher die rechte Seite der Gleichung (13.) bildet: 


d.u,+ u, N +g(m+ 1) == an — (494 P) 











d 
(14.) di v 
N+glum) = ap( u a) 


Hieraus folgt unmittelbar 


(15,) Imtm ul Adi 1 + 
Ve FE 


a. Far 
wodurch das Problem auf Quadraturen zurückgeführt ist. 


Berlin, den 26. Mai 1856. 
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23. 


Anwendung der elliptischen Kunktionen auf ein 


Problem der Geometrie des Raumes. 
(Von Herrn Ölebsch.) 





Hr. C’ayley hat in den Philos. Transact. vom Jahre 1852 eine analy- 
tische Behandlung von Steiner’s Ausdehnung des Malfattischen Problems 
segeben, und hat dort die Aufgabe 

Zu drei, auf einer Oberfläche zweiter Ordnung gegebenen, ebenen Kur- 
ven, drei andere zu finden, welche sich unter einander berühren, und 
deren jede zugleich zwei der gegebenen Kurven berührt, 
zurückgeführt auf ein System von Gleichungen, welches als specieller Fall in 
dem folgenden enthalten ist: 


. TPEWITITENR 
(1.) 


«+ Pk + 2)Ayzr 





| 


oyi+y’.1+2° 
Atz21+t 
| a" -| -B(x -- y) - y'ıy BE I" y1 - x”. 1 u y' ‘ 


Dies System von Gleichungen ist dort durch rein algebraische Betrach- 





| 





tungen gelöst, unter gewissen Bedingungen, welchen die Coefficienten genügen 
müssen; und so auch die algebraische Lösung der obigen Aufgabe vollständig 
gegeben. 

Die Auflösung der Gleichungen (1.) läfst sich indefs auch aus einem 
andern Gesichtspunkte darstellen. Denn indem man jede der obigen Gleichun- 
gen mit der Form vergleicht, welche schon Euler für das Additionstheorem 
der elliptischen Funktionen gegeben hat, kann man die Gleichungen (1.) be- 
trachten als die algebraischen Integrale von Gleichungen der Form 


dy Aa 
Fe An 


dz dx 
(2.) yZ' + "5: An 0 





dı d 
mtym=® 


wo X', X" ganze Funktionen vierten Grades von z sind, Y, Y" vony, Z, Z 
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von 2. Und indem man diese Funktionen wirklich ausrechnet, findet man für 
die Gleichungen (2.) die folgenden: 

















FÜR dy 
Hz Ber) — yet Ay + Ay‘ 
+ dz 
yi +2? V(?’— P—a) —2y(a+ P)2+ (0° — y?— ß*)z? 
eic. 


Und um die Integrale dieser Gleichungen vergleichen zu können. mufs 
man unter den Wurzelzeichen bis auf einen constanten Faktor immer dieselbe 
Funktion haben, d. h. die Ausdrücke 

— P— a) — Ya + Pu+— y— Pu 
(0? — PB? — a) — 2y (a + Pu + (di? — y" — PR)o 
( Rn Pr— a?) De 3: 27" (a1 P")u- (I yr— 5°) Ti 
dürfen sich nur um constante Faktoren unterscheiden. Daher erhält man die 
Bedingungen 
"— R—a: Ya+p): PP? — PR 
— 0? — Pr — a” : Ye + PP) : 0 —y?— A” 
zarre ee BR — a"? . 2ay (a + ß") . Nr y?—. A 
für die Anwendbarkeit dieser Methode; und es sind dies genau die von 
Hrn. Cayley aufgestellten Bedingungen. 

Man wird durch diese Betrachtung darauf geführt, das Problem nicht 
auf die Gleichungen (1.) zurückzuführen, sondern auf andere, welche sich an 
die gewöhnliche Form des Additionstheorems anschliefsen, wo man dann zu- 
gleich die Constanten, welche in die Integrale der Gleichungen (2.) eingehen. 
durch die CGonstanten des Problems bestimmt. Zu diesem Ende aber mufs ich 
die Behandlung der Aufgabe von Anfang an noch einmal kurz darstellen. 

Für das Malfattische Problem selbst, wo man auf Kreisfunktionen 
geführt wird, hat schon Hr. Prof. Schellbach diesen Weg eingeschlagen und 
im 45sten Bande dieses Journals die sehr einfachen Resultate bekannt gemacht. 


S. 1. 
Die Bedingung dafs drei auf einer Oberfläche zweiter Ordnung 
i=4 k=4 
u = 2 2 Ur:T;X, = 0 
ml k=1 


gegebene ebene Kurven einander berühren, erhält man leicht, indem man be- 
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merkt, dafs jede Tangentenebene der Oberfläche: 


P= PıCı + P2X%2 4 Ps%; + Pa, = 0 
der Gleichung genügen mufs 
U Un Us; Us Pı 
U Un U Uy Pr 
8) 0= |u, U Us; U Ps]. 
Un Un Us; Un Pa 
Pı Pı Ps Pr 0 


Denn sind nun die Ebenen der gegebenen Kurven 
in r = 19, +9, +52 -+0r, 0 
(4.) —= 19 + +5 +cz, 0 
ui nt, +; +cr, = 0, 


so müssen alle Tangentenebenen, welche durch den Schnittpunkt von €, C', C" 
gehen, und welche also die Form haben 


P—= 1010C'+2"C" — 0 








\ 


E 


einer Gleichung genügen 
5.) 0 = EL LGA 1 2a 4 2a" + Iga"2, 
welche man erhält, indem in (3.) 
p; = kat 4+ WC 


gesetzt wird. Sollen nun die Schnittkurven der C mit der Oberfläche ein- 
ander berühren, so kann man durch die Schnittlinie zweier CE nur immer 
eine Tangentenebene an die Oberfläche legen, d. h. nur je eene Ebene finden 
der Form 


IC+NC—=0 .C'+1'C"—=0 C"HIE—=O 
welche der Gleichung (5.) genügt. Also mufs diese Gleichung in ein voll- 
ständiges Quadrat übergehen, sobald een A verschwindet, d. h. es mufs sein 








U Un U; U €, 

7 y” iger (g®)? Ur Un Us; Ur c; 
gq"=(g”) wo g" = |%, Un U U 6|. 

Ir =) U U U Ya Li 

ed it 





a ae FE EENUON 
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Würde hiedurch die rechte Seite von Gleichung (5.) im Allgemeinen 
für die 4 ein vollständiges Quadrat. so träle zu den Gleichungen (6.) noch 
diese hinzu: 


g" Tue . g“ une g" .g”. g“ oder 
g” g" g” 
01 11 12 re 
Eee Ten 
02 12 22 
u. u. 





Bezeichnet man nun durch 7 die Determinante von u, durch 4;, ihre 
Differentialquolienten, so hat man auch 


m=4 n—=4 


(7.) y" un > > Ian ec ec} 


m’n 
m=1l nz=1 


und dies in die letzte Gleichung eingesetzt, giebt derselben nach den bekannten 
Sätzen über die Multiplication der Determinanten, die Form 


m=4 n=4 “ 
3 
0 an dA .S > U an C, e.; 


mal ni 


wo Ci, Cr, C;, C, die Koordinaten des Schnitipunkis von ©, C’,C" bedeuten. Ver- 
schwände hier 7, so wäre die Oberfläche ein Kegel; verschwände der zweite 
Faktor, so rückte dieser Schnittpunkt in die Oberfläche. Indem man beide Fälle 
ausschliefst, kann man also den Gleichungen (6.) die Bestimmung hinzufügen 


(8.) gg" 7 + y".g : g" „= 0. 
$. 2. ® 
Sind in unsrer Aufgabe nun die gegebenen Ebenen 4A—=0, A4'—0, 
A"—0, die gesuchten B=0, B’ —=0, B" —0, und 
(9) A’ a2, +44 04a, 
B ba+b,4+br;-4br,. 
so giebt es unter diesen Ebenen 4 Systeme, welche sich verhalten sollen wie 
die € des vorigen Paragraphen, nämlich 


\ 


| 


1. AB EP 
2. BA EB 
3. BB 4 
4. BB PB. 


Für jedes dieser Systeme würden wir aus (6.) drei Gleichungen er- 
halten und aus (8.) eine Zeichenbestimmung. Man erhält so 12 Gleichungen, 
die sich indefs unmittelbar auf 9 reduziren und benutzt werden können, um die 
Verhältnisse der 5 zu bestimmen. 

Journal f. d. M. Bd. LIll. Heft 4. 38 
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Um indefs absolute Bestimmungen zu erhalten, wollen wir die Glei- 
chungen hinzufügen: 


Z>A,.aa, = —1 2314,60, — —1 
(10.) ZS>A,da —= — ZrA4,bb, — — 
ZEr4I,aa) = —1 2234; bb; — —1 . 


Annahmen, welche immer möglich sind, sobald nur keine der Ebenen 4 eine 
Berührungsebene der Oberfläche wird. So werden nunmehr alle g mit gleichen 


oberen Indices = —1, und die Gleichungen (6, 8.) geben das Schema: 
er 
(11.) nn 6 el 
Be 


wo die & +1 bedeuten. 
Stellt man unter dieser Form jetzt die Bedingungen der Aufgabe wirk- 
lich hin, so erhält man: 


ZI = —ı 2400, = —& 
23214; b' ar, = ei) 221; b' ad, = & 


(12.) 
= 24, b: b\ we e. 


EE4,b'b, 


' 5; 
= 24; b; db, “ €) 


ra ee 
&, €, ige — 


| 


\ 


wo wieder die & die positive oder negative Einheit bezeichnen. Durch diese 
Gleichungen und die Gleichungen (10.) sind die # nun vollständig bestimmt. 


S. 3. 


Man führt leicht diese zwölf Gleichungen auf drei zurück, indem man 
sich eines Satzes über die Determinanten erinnert, welchen Hr. Prof. Hesse 
im 49sten Bande dieses Journals p. 252 gegeben hat, und welcher uns in einem 
speziellen Falle das folgende Lemma giebt. 

„Multiplieirt man die symmetrische Determinante 
A, An dIi13 Au 
Ay Ar; Ir 


Q 


PB — 21 


Q 


31 Ay I; I; 
4 Ay Ay Ay 








Q 
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to 


g 


ns; 


„mit dem Quadrai der Determinante: 


a a a 

! 
R u m " a 
a, 4, 4; 


! „ A 
ad, a, a, 4, 








„so entsteht wiederum eine symmetrische Determinante: 








D, D,. D,. D; 
0 une. Do D\, D.: D;; 
D; D;, D, D,; 
\D, D;, D» D;| 
„WO 
ı=4 k=4 
(13.) D,. = = ent 4; a: a.” 
weil k=1 


Lassen wir nun den 2/ und a die Bedeutungen, welche ihnen im 
Vorigen beigelegt waren, und setzen nur 


(14) a” = 4b; WbE-W"b", 
so geht das Produkt P.R? in einen Ausdruck über, welcher in den A sich 


als das Quadrat eines lineären darstelll. Dasselbe also mufs geschehen mit 
der Determinante Q; und ist dieselbe, nach den A geordnet: 


(1 d.) 0 = Un „ - ®ı 4? - Un ar 4- 20.1 Ah + 20. Aa” + 20 ya 


so müssen die vo den Gleichungen genügen: 


2 
U dı = Vu 
2 

(16.) Uta = Un U dıı a = U YıR Oo: 
2 
U = U 


Inzwischen werden in Folge der Gleichungen (10.), (13.) Do; Du Da 
sämmtlich = — 1; und 


D,; = —[P +07 — 22" — 25 — 2 ai). 
Setzen wir ferner 
—ı0 —= Zr A;,a.a, — o(1+y) = Zr 4I,ab, 
(17.) — 0, = Zr 4,« a, —&(1+Yy) = ZrA,ab, 
—ı = ZI AI; au, — 8(1+y:) = Zr 4,ab, 


wo die & wieder +1 sein sollen und später ihre nähere Bestimmung finden 
38 * 
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mögen; so wird 


D.: = (1 D;; Tr {4 14-y) tax +2} 
Du = — 0 D;, = — [oA +3 (14 y)-+ 4} 
Di = —@ D, = — {&04 +2 + & (14 Y2)}. 


Die Gleichungen (16.) enthalten also nun allein die y als unbekannte 
Gröfsen. da in den J) andere nicht vorkommen, und genügen also zur Be- 
stimmung derselben. 

Bilden wir nun die Determinante Q, so können wir offenbar zunächst 
die negativen Zeichen sämmtlich auslassen. Ferner setze ich an die Stelle 


der 4 die Grölsen 
. F le A, I 4 4, 
u — &&h Eh weni, 


- 


alsdann gehen die Day, Dis, Da, D; über in: 
. 5 ' 7 
D;= —- a8 Hl —-ul+y)twWtu”} 


D;, = — (wW-+u”--u””) 
2 RN he = Zeus ityatet 
ie D, = —& 48 {u+wW— u'(1-+Y:)}, 
sobald man setzt 
(18) —8 = 84% — 2 u 66, —_.) — dd 
Endlich noch kann man bei der Bildung der Determinante die Horizontalreihen 


(0 KiMEM 0,0 


und Vertikalreihei vesp. mit 48%, 8% &, &&& multiplieirt denken. Als- 


dann erhält man 


(19:30 = 





1 8,0, er, -alty)ta+u” 

28,0, i & 8, q v—w(+y)+u" 

7 &, 8, 1 u+u—u"(1+y,) 
—ul+y,)te+u", a—w(l+y,)tu", ur —u"(1-$r,), u’ +” Hu Qu —2uu"— Qua" 





Dies lehrt zunächst, dafs man aus eener Lösung der Aufgabe, für 
welche etwa sämmtliche <e==-+-1 sein mögen, vier erhält, indem man an die 
Stelle von «, &,. & die Gröfsen &,&, « etc. setzt, d. h. statt der « dieselben 
Gröfsen mit verändertem Vorzeichen, doch so dafs das Produkt derselben un- 
geändert bleibt. Ich nehme daher der Einfachheit wegen die e==1 an, oder 
lasse sie in die « eingehen. 


Wir müssen nun die v» genauer untersuchen, und zwar können wir sie 
jetzt die Coefficienten der « bedeuten lassen. Es ist 





CN. « 
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1 % 0, —(1--y,) 
5 Ot, 1 « 1 
0 wer 1 
I-A41-y)1 1 1 
1iao —1 
1 1 10 
0%, 0 q 
= +?y| a1 +Y(l@®—1) 
oaa1 1 111 
1111 a 
1 0, CA 1 
0%, 1 a 1 
Un = 
0 a 1 — (1-+y,) 
1 —(i+yı) 1 ut 
1 1 
eher, Bi a 
a u 2 | 
ANE ae 0, 0 1 —- Ya, 0 1 + Yıyy (a — o,0,). 
a co1 —1 
a1 —i 1 —i 
1—11 —1i 














Wendet man in diesen Determinanten das gewöhnliche Mittel an sie 
zu vereinfachen, indem man die letzie Horizontalreihe zu den andern addirt 
oder abzieht, so erhält man: 





+?2y 





\n»+oa 1—« 


lu +1 te 


— (e —1){2( +1) +1)+ ya + +, +1)+ yYila + I)}, 





0 +1 «+1 

Un = +1 0 co —1 

«+1 oa—1 0 
(20.) 2 %&—1 +1 
v—=—|; +1 0 o-+1 
aA—1c+1 0 





+Yı 





| 
+ Y: 


1-+0, +1 
0-0, a-+1j 


140 +1 


in ar": ı Ya — 0, 0, 





= (Kal) Hyıyfle—e)+H Alte )yı-(l+m)yafa+1—n,—n,). 
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S. 4. 


Diese Ausdrücke vereinfachen sich nun indem man sich, wie schon 
oben angedeutet, der elliptischen Funktionen bedient. 
Setzt man zunächst 


„12: a+1. @a+1. a,—+1 
(21.) y,= 0; +1 . 


so gehen die Gleichungen (20.) über in 
vu = 2.0—1.0,+1.0,+1.{1+2?+2p2 } 




















(22.) 
» = 2.0+1.2— 0,9.114+2,%4+ (2,4 2%)} 
wo 
au (a +@,+e-+1) je ari—a—a, a.+1.,+1 
B m Y2.a+1.0,+1.0,+1 : Br 0,0, Y 2.0+1 


Erinnert man sich jetzt der identischen Gleichung 


1+2y+0d(ca+y) = u d+z ++ ZU DA-y. 


so wird auch 


\”- — 2.0 —1.0,41.%+1. |- AH !A-2)) 
(24.) 1 
[vı: — 2. o+1. G— 01,00. To (1--2,) A42,)11-% 2 (1 —2,)(1 _2,)) ’ 


Nun setze ich 





IR 1... PR 1 __I+» 
(25.) IT% —- cos amv, und K — at 2 — >. 


Alsdann gehen die zwischen den v bestehenden Gleichungen (16.) durch die 
Substitutionen 


ou = 2.e—1., +1. +1.(14 2). famv 


4 w 
un = 2.0+1.0— 00,.142,.142,} TR ,! > cos ame, cos am; | 


in die folgenden über: 





r 2 58 — 5 
I amv, Samv, — ar 4, Ze 15 +9 1% "m cos amp, cosam, | 








‘ n 1 allein 2 
(26.) IS amv, famv — er Di u! - a c0S am dv, COS amo| 





1 2 
famv fanmv — u a If AR —% cos am» cosamv, | 


ea’—i. Fee 
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(26.) Samv, famv, Samv 
“— 0,0,.0 —0,0.0,— 00, jagt, 37 


2 zur pe Tu 





—— 
— 


1% cos am v, cos amv, 








1 — 
x} 4 ZT cos am, eosamv/ | ir >": cos amo cosamoı|- 


Die ersten drei dieser Gleichungen nun erinnern unwillkürlich an die 
Form des Additionstheorems der elliptischen Funktionen, welche unter Anderm 
sich bei Jacobi Bd. XXXIX p.325 d. J. und Opusc. Math. II. p. 171 findet: 


Aamu Jamv Jam(u--v) — ki+k?cosamu cosamv cosam(u --v). 


Damit die obigen Gleichungen aber mit dieser vollständig übereinstimmen. 
ist es nöthig nachzuweisen, dafs man setzen dürfe: 




















(e—.a,@,) 149 Tea ki 
1.0.1 2  dam(utv) 
(27.) Ye, a, 
@— 0,0, Zei k”cos am(u-+v) 
ye—1.02—1 2  dam(u-+v) 
d. h. es mufs die identische Gleichung erfüllt sein, welche entsteht, wenn man 
diese beiden quadrirt, die erste mit A’ — u multiplicirt, die zweite mit 
. 1—p? 
4 ie —Z, und sie dann addirt. So erhalten wir rechts k’k = Fr ,„ und 





EP 





Führt man rechts die Quadrate in der Parenthese aus, so kommt 


1 Ba 1144420 p} 


at—1.a} 





oder 





+0, t+a+N: 
31.112 07 a,+1.c+1 
(e+1—e, — 2) a, +1.0,+1 («+1)’— (@,+@,)’ 
. (a—ıa,o, 2.c+1 F a—a,0, Fe 


Giebt man dieser Gleichung die Form 








— (0— 0,0)” 1 


4—1.5—1— (a — 0,0%) 


a+o,+ 0-11)? @ 
a ( u en 1.1 | en ar —a,)” +. +1 








£ («+1) a (a — 0,0), 
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so sieht man leicht, dafs auf beiden Seiten die Determinante 
1 u % 


1 @ 








ao 1 


steht, dafs die obige Gleichung also wirklich eine identische ist, wie wir auch 
aus den im Anfange aufgestellten Prinzipien zu schliefsen berechtigt waren. 
Setzen wir also, den Gleichungen (27.) entsprechend 


1 — 1— 1— 
(28.) te — cosam TI n — cosamf, h — cosam ß,. 
0 1 


149, 








so gehen die Gleichungen (26.) über in 
ki k’ cosamv, cosam v,cosamf —= (—1)” Jamv, Jamv, Jam 
(29.) | ki k’ cosamv, cosamo cosamfß, —= (—1)”"' ame, Jamv Jam, 
m + Ak” cosamv cosamo, cosam %, — (—1)”: Jamv Jamv, Jam, 


und die letzte Gleichung giebt 


m--m, + m, = gerade. 





Alsdann aber zeigt die Theorie der elliptischen Funktionen, dafs die 
Gröfsen v den Gleichungen genügen müssen: 


v+% = nP-+ ?2m(K-+:K')--4mK 
(30.) 2,4 v mßı+ 2m, (K--:K')- 4m, 
| v-+v, = nf, + 2m; (K-iK’')+ 4m;K 
wo A, KA’ die gewöhnliche Bedeutung haben, die 7 +1 bedeuten, und die 
m, m' ganze Zahlen sind. Lösen wir die Gleichungen nach den ® auf, und 
lassen die geraden Vielfachen von K-+:K’ und 2K in den Werthen der v aus, 


da wir nur die cosam kennen wollen und diese hiedurch keine Veränderung 
erfahren. so erhalten wir 


\ 





— tn A+mh | o.K 
’ — u _+2mK 





(31.) == id Ta N +2mKk 


NEU m 





U, 2 


wo m eine ganze Zahl bedeute. Da übrigens das Zeichen ‘der v beliebig 
ist, und keinen Einflufs auf cosam® ausübt, so können wir eens der n will- 
kürlich bestimmen, und haben so nur 8 wesentlich verschiedene Systeme der v. 
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S. 5. 


Es bleibt nur übrig noch die 5 selbst zu bestimmen, nachdem wir durch 
die Gleichungen (21. 28. 31.) die y bestimmt haben. Setzen wir die De- 


terminante 
4 & 4 4, 


a a a, a, 


(32.) — A,bi+ 4b,+ 4,6, 4,b, 


a a a qa, 
b, b, b, b, 
so dafs die A die Koordinaten des Schnittpunkts der drei gegebenen Ebenen 
bedeuten; so folgt aus der Gleichung, welche den Beginn des $. 3 bildete 
PR — v„wW+v,u”+v,u” + 2v.uw + Ro, u” + 2v,, wu 

aa batba bla") 
a, aa) bitbW th." 
a 00% bi-tbWtb,a" 
aaa, b,h+bW 40/0" 


indem wir auf beiden Seiten die Coefficienten der A vergleichen: 











er. „Er 











| (dd, + A2d,+ A564 A,b, = y, 
(33.) ' ' ' ' " " | ' ‚ev 
| {4181 + 4; +4,65, + 4,6} A161 + A264 Ab + Ab) = 


Die erste dieser Gleichungen giebt 


(34.) A,b, -+ 4b, 4,6, + A,b, Rn Go =, 





wo ©&—=+1. Da aber alsdann die zweite ergiebt 


(34 Ad.) 5 C, Yvı0% — 580; 
so ist, wenn wir den Gröfsen yv, etc. eine feste Bedeutung beilegen von 
den & nur ein einziges willkürlich, so dafs es also nur zwei Systeme der 5 
giebt. Man sieht, dafs an dieser Stelle zum letzten Male eine Zweideutigkeit 
entsteht, da von hier ab nur mit linearen Gleichungen zu operiren ist. Daher 
können wir schon die Anzahl der möglichen Lösungen angeben, welche auf 
64 steigt. 
Die Gleichung (34.) verbinden wir nun mit den Gleichungen 





ZE>8A,ba = — (1-4 Yo) 
(35) |Lr Ab = —ü 
ZE>r4,b;.a, == |. 
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So haben wir 4 lineare Gleichungen zur Bestimmung von d,, b,, d;, b,. Setzt 
man nun für den Augenblick 


(6) w; = JI.6+ I;6-+ Azb;-+ Ib, 
und bezeichnet mit ÜU den Ausdruck in welchen die Funktion % für die Koor- 
dinaten des Schnittpunkts der gegebenen Ebenen übergeht 
(37) U= EZru, A; 4, 


so gehen die Gleichungen (34. fi in diese über: 





Hogtaz 34, „te 5a, „to er ut 
(38.) +9; +94, +00, —= — (14 Yo) 
++ +0, = — 
va+w0,@ +0,4a, + w,a, = —ı. 


Die Determinante dieses Systems ist U; ihr Differentialquotient nach 


’ 
dem Elemente = ist A;, und ihr Differentialquotient nach «a; ist der voll- 
ständige Differentialquotient Ir Die Auflösung der Gleichungen giebt also: 


. cotı Ras ‚OU ge oU 
(39.) Uw; = A; vr — ad) DE +8 0 da! +8 dur I 


Die Gleichung der Ebene B läfst sich in der Form darstellen: 


: ou ou ou 
24B — w — EP +, se 2, ner +0, Er 
Führt man hier die Werthe a w ein, er setzt 


Re 1 ou au ou ou) 
A= a A Az tr}, Tag 


14 M 
TRPT oU ou 
A Bin 2 it dak dx; 





so wird 
d4.UB= Gy—vuw: X — (14 Yo) AV ip. Ge I. Gi 
oder indem man mit &, multiplieirt: 
&.4UB = %,&Yy— -—umAÄti— d+-y)X’+882X +43, X') 


| 2 Jamv 
— u, = Y2.1—a. Ä q 
Y— ou v2 Hr 1-+cosamv, 


2 yaleT 1— cosamo, 














«+1 1+cosamo, 
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In Betreff der 5 ist noch eine Bemerkung zu machen. Bei der für Y— vo, 
gewählten Bedeutung giebt die Gleichung (34 «.) 
v4 Ve Pl —ns. 


Also 


) Dez de m. .0M 0 
Di: HH: — &k,:Kıkı - 9%; 


so dals die Gleichungen der sämmtlichen gesuchten Ebenen folgende sind: 
0 = + &&] — u Kk+i— (1+ Y)A+88X- | -g& € a 
(40.) \0=L.e&Y —1,X-+ 38 1ty)X+tgoX” 
0—=CL,e 3y— 1, X- ft X +98 X — (1+y)X"\ = +1. 
Man sieht, dafs von den & nur die Verbindungen &,&, 4&, && ein- 
gehen, welche auch in den y allein vorkommen. Dies würde also vier Gruppen 
von Lösungen geben, die verschiedenen Werthe der cosam» acht, und die 
zwei, so dafs man 64 Lösungen erhält. 


S. 6. 


Herr Prof. Schellbach hat eine Auflösung des vorliegenden Problems 
für den Fall einer Kugel bekannt gemacht, welche von drei Ebenen in gröfsten 
Kreisen geschnitten wird (45ster Band dieses Journals) und die dort gegebenen 
Formeln sind zunächst die Veranlassung zu der vorliegenden Untersuchung 
gewesen. Jene Formeln indefs lassen sich unmittelbar auf die allgemeine Auf- 
gabe ausdehnen, bei welcher statt der Ebenen dreier gröfsten Kreise irgend 
andere gegeben sind. Sei die Gleichung der Kugel 

um at 5 = 0 


und die Gleichungen der gegebenen und gesuchten Kreise 





A’sin$® — 2,0084 + 2,0050 + 230084 — 2,005# — 0 
&B’sin® — x,cosbi + 2,cosb; + x, cos b5; — r,cos#" — (). 
Dann wird 
I .. ah cos ak + cosah cosak + cosal: cos ak — cos#" cos # 
(40a.) Er sin # sin &* 
d. * 
cos Vi'— cos cos #* 


— cos dl", 





on sin &" sin #* 
wenn V‘ die Seiten des von den gegebenen Kreismittelpunkten gebildeten 
sphärischen Dreiecks bedeuten, 0‘ die Winkel, welche‘ die von zwei Ecken 
dieses Dreiecks nach den Schnitipunkten ihrer Kreise gezogenen sphärischen 


Bogen mit einander bilden. 


39 * 
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Nun denke man sich ein sphärisches Dreieck construirt, dessen Win- 
kel /, 7), 73 und dessen Seiten g, 9, 92; Welches dadurch bestimmt ist, dafs 


(405.) cos!’ —= — 8 c0s0” etc. 
Die vier verschiedenen Dreiecke, welche den verschiedenen Systemen 


der e entsprechen, werden durch dieselben gröfsten Kreise gebildet, und wenn 


man durch 7, 7,, 75, 9, 91, 9 Winkel und Seiten eines derselben bezeich- 
net, so sind die der übrigen: 

















I!’ n—I, na—J, gyg n—9ı N—G 
n—I TI, n—T, zn Jı 19: 
n—I' n—T, I, n—g n—gı Ir- 
Man hat sodann aus (27. 28.), nach bekannten Formeln: 
PR TG _ mi 
2 2 2 s s 
Ener sin I PN. hr . (2 9) 
(41.) Eu 2 
\ 
Pi ABB; cos 5 
damf; —= T r 5 an z 
Kr en. 
\ sin Z- sin - + sin cz cos(S —9:) 
ss = Ht9+I 
und 
“ i s 
| sin’z = cos’ z; 


so dafs der Modul durch den Umfang des construirten sphärischen Dreiecks 
unmittelbar gegeben ist. 

Man kann sich nun durch die Analogie bestimmen lassen, drei Win- 
kel «, &,, a, zu suchen, welche die Bedingungen erfüllen: 


Pr am (rt Pr) = clg 5 ig. o; 
(42.) 


cos 5 
Jam (Pat P)= . 


c0S@; 





Dann sieht man aus dem oben angeführten Additionstheorem, dafs die « den 
Gleichungen genügen: 
- $ $ . . 8 . Ss 
EONCRER SPEER: (3 —9,)0s(2 91) 1 VORENEE (9) -9) 
$ 


2 








Er 
sın — 


cos 2 
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und diejenigen Wurzeln dieser Gleichungen, welche nicht die Gleichungen (43.) 
erfüllen, genügen den folgenden: 


cos am (Pd, — Pr) = dig 5 Ig.«; 
(44.) 


cos 
2 


cos«' g 





Jam (P,— Pr) = 


Bemerken wir nun die identischen Gleichungen 








BERRE. TUPER k' 1— Jamu 
2 1 JAamu—cosamu 
u 1—cosamu 
Sam — k. 
2 ! Aamu— cosamu ? 


welche man unter Anderm aus dem erwähnten Additionstheorem ohne Weiteres 
findet, so haben wir aus (41. 42. etc.) 

















ß; z cos“ 
Pam — = c08— 
. ® os 
057 
VABERGT . MEREEEWIPRRRE. DEVRR 71 
cos am — —= eg 185 
, 960i 
sin — 
sin’am _- } . ” 
; sın 0085 
und eben dieselben Formeln für BEER und ee. „ wo denn >— a; und 


z — co an die Stelle von g; tritt. 
Und indem man nun die Gleichungen Fundamenta p. 33 (10 —12.) 


anwendet, wird 














dam BELA TE 4 am man. Du. — 605- 














ANA nu um ZAHAE A a ig te 


cosam 
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RK} 
sin nz 
} 3; h —ßd; 2 
sinam! ae cosam PInTe Ban 
FREIE SE 
sin—c EN. 
5 c08 3 
yt+a!— 5 
Br An Ph B— But Bi ei 
Aam- dam — — -— = 005S— 
2 2 2 BE s 
cos 5 2 
9 s 
3;+ An — Pk B:— Pr + Pi War 
ına4 l Fi va s 
cos am 5 cos am 5) = cig 5) tg 5 
ste —Z 
B.4 a) sin 
. 3; — Pk Tau \ 
sin am / TR k oosam nd a 2 | 
s ——z 
sın r Hs D) 


Diese Formeln, zusammen mit (43.) bilden die Verallgemeinerung der 
von Herrn Prof. Schellbach a. a. O. gegebenen, und sind genau mit denselben 
identisch. Auch sind dieselben natürlich für den oben ganz allgemein behan- 
delten Fall gültig, wenn nur die Z/' g aus den Gleichungen (40 a. 40 5.) be- 
stimmt werden; und sie dienen so gewissermafsen zur Umgehung der ellipti- 


schen Funktionen. 
Berlin den 9. Dezember 1855. 
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24. 


Zur Theorie der binären kubischen Kormen. 
(Von Herrn F. Arndt.) 








Der Erste, welcher Untersuchungen über die binären Formen des drit- 
ten Grades publicirt hat, ist bekanntlich Kisensteen (Bd. XXVII dieses Journals). 
Die Resultate derselben beschränken sich indessen auf einige wenige Theoreme. 
und beruhen auf derartigen Methoden, welche zur allgemeinen Lösung der 
Fundamentalprobleme nicht führen können. Die Bestimmung der Anzahl der 
Transformationen, sowie der Anzahl der kubischen Classen, welche zu einer 
determinirenden quadratischen Classe gehören, aber nur für den besonderen 
Fall, wo die Determinante dieser Classe gleich —4p, und p eine posilive 
Primzahl dm --3, die überdiefs zu den von Gau/s so genannten regulären 
Determinanten gehört, ist im Wesentlichen Alles, was von Kisenstein in diesem 
Gebiete geleistet worden ist. Denn der p. 76 erweiterle und ohne Beweis 
aufgestellte Satz, in welchem nur noch die Einschränkung, dafs die Deter- 
minante ohne quadratischen. T’heiler sei, festgehalten wird, ist weder allge- 
mein richtig (er gilt z. B. nicht für die positiven Determinanten), noch kann 
er durch die früheren Prineipien bewiesen werden. 

Diese Sätze von Kisensten waren mir noch unbekannt, als ich im 
Jahre 1850 an die Untersuchung der kubischen Formen ging. Die Resultate 
derselben sind in der Zeitschrift von @runert Th. XVII und XIX publieirt. 
Man findet dort die Fundamentalprobleme, betreffend die Aequivalenz, Trans- 
formation, Eintheilung in Classen, Einschliefsung vollständig gelöset. In Th. XIX 
steht der allgemeine Satz, nach welchem sich die Classification der kubischen 
Formen für eine beliebige Determinante bewerkstelligen läfst. 

Die Auflösung einer gewissen Klasse von unbestimmten Gleichungen 
höherer Grade mit 3 Unbekannten ‚hat mich nun auf eine neue, überaus ein- 
fache, Darstellung der Hauptresultate der Theorie der binären kubischen Formen 
geführt, die mir der Mittheilung nicht unwerth geschienen hat. Es kommt da- 
bei ein Lemma in Anwendung, dessen Beweis ich seiner Einfachheit wegen 


übergehen zu dürfen glaube, nämlich: 











310 24. Arndt, binäre kubische Formen. 


„Es sei a prim gegen 25 und #’—ac= D; man kann eine ganze 
„Zahl B finden, so dafs B=b (mod. a) und B’=D (mod. a”) ist, wo 
„n eine positive ganze Zahl. Auch ist dann «” prim gegen 2B, und die 
„unendlich vielen Werthe von B werden nach dem mod. «” congruent 
„sein. 

„Ist ferner a prim gegen db, b’—4Aac= D, so kann man immer den 
„Congruenzen B=b (mod. 2a), B’= D (mod. 4a”) genügen, so dafs 
„a" prim gegen B, und die B nach dem mod. 24” congruent sind.” 





Die Eigenschaften der kubischen Form a2°+ 3br’y + 3cry’+dy’...(f}) 
hängen gröfstentheils von der quadratischen Form 


2(b — ac)" +2(be— ad)sy+2( —bd)y’...(p) 
ab. welche ich die Charakteristik genannt habe. Ihre Determinante 
D= (be — ad)’ —4(b’ — ac)(” — bd) —= a’d’ — 3b’ -Aac’ +4 db’ — babed 


wird die Determinante von (f) genannt, wobei zu bemerken, dafs D nur =0 
oder = 1 (mod. 4) sein kann, und dafs eine kubische Form von negativer 
Determinante stets eine positive quadratische Form zur Charakteristik hat. Dies 
folgt augenblicklich aus den beiden identischen Gleichungen: 


(ad 26’ — Babe)’ — 4b’ — uc”— “D = 0 
d’a-- 2° — 3bed)’— Ad —bd)’—d’D —= O0. 


Transformirt man f und g durch dieselbe Substitution kr 4 ed — Ay —1 


in die Formen (f’) und (g'), so zeigt die Rechnung, dafs (p') wieder die 
Charakteristik von (f’) ist. Wenn demnach f, f' eigentlich äquivalent sind, 
so gelt dasselbe von y, Y', welcher Satz aber nicht umgekehrt werden 
darf. In jedem Falle aber kommt die Frage nach der eigentlichen Aequi- 
valenz zweier kubischen Formen f, f' von derselben Determinante auf 
die Betrachtung kubischer Formen von derselben Charakteristik zurück. 
Es sei nämlich g die Charakteristik von f, g’ die von f’. Sind @, %’ nicht 
eigentlich äquivalent, so gilt dasselbe von f, f'. Im entgegengesetzten Falle 


aber transformire man in g' durch eine Substitution ” 2) ad — Ay —1, 


die aus der Theorie der quadratischen Formen als bekannt vorausgesetzt wer- 
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den kann, und durch die nämliche Substitution f in f”, welche letztere Form 
mit f’ einerlei Charakteristik haben wird; da nun f und f” eigentlich äqui- 
valent sind, so werden f und f’ eigentlich äquivalent sein, oder nicht, jenach- 
dem f’ und f” eigentlich äquivalent sind, oder nicht. 

Um alle kubischen Formen von derselben Determinante D — An oder 
Am--1 zu klassifieiren, stelle man zunächst die Repräsentanten aller quadrali- 
schen Klassen zur Determinante D (bei negativem D nur die positiven Formen) 
auf: 9, g', g" etc., und suche die verschiedenen kubischen Formen auf, deren 
Charakteristiken diese letztern sind. Aequivalente quadratische Formen 
brauchen nämlich nicht in Betracht gezogen zu werden. Um dies zu 
zeigen, seien g, w eigentlich äquivalente quadratische Formen (von der De- 
terminante D), und f, fi. f>, etc. alle kubischen Klassenrepräsentanten, deren 
gemeinschaftliche Charakteristik p ist. Man bezeichne ferner mit g eine Kubik- 
form mit der Charakteristik w, transformire w in g durch die Substitution 


(5 e) wo 2cd—Py==1, und g in eine andere Kubikform g’ durch die nämliche 


Substitution; g’ wird mit g eigentlich äquivalent sein, und die Charakteristik y 
haben. Nach der obigen Definition der Formen f, fi, f, - . ist aber g’ mit 
irgend einer derselben eigentlich äquivalent, folglich auch g, wodurch die Be- 
hauptung erwiesen ist. 

Die Klassification der Kubikformen von gegebener Determinante 2) hängt 
hienach von zwei Problemen ab, nämlich 1°. „Alle Kubikformen zu bestimmen, 
welche eine gegebene Charakteristik haben, und 2°. dieselben in Klassen zu 
bringen.” Dabei genügt es, die primitiven kubischen Formen (a, b,c,d), 
d. h. diejenigen zu betrachten, für welche a, db, c, d ohne gemeinschaftlichen 
Theiler sind. Es ist hiebei wohl zu bemerken, dafs die Charakteristik einer 
primitiven Kubikform keine premitive quadratische Form zu sein braucht. Man 
hat ferner zwei Fälle zu unterscheiden, indem die Charakteristik 


p = (2(b’— ac), be— ad, 2(—bd)) 
sowohl aus einer eigentlich primitiven Form, wie aus einer uneigentlich pri- 
mitiven derivirt sein kann. Im ersten Falle sei (f, 9, A) jene eigentlich 


primitive Form, ihre Determinante — 4; da f und A nicht beide gerade sind, 
so ist klar, dafs 


p die Form (2mf, 2mg, mh) 


haben mufs, deren Determinante D = Am’4 ist. — Im zweiten Falle sei 


(2f,9, 2h) die uneigentlich primitive Form von der Determinante y’— Afh = 4, 
Journal f. d. M. Bd. LIll. Heft 4. 40 
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wo also g und 4 ungerade sind. Es erhellt, dafs hier 
p von der Form (2mf, ng, 2<mh), D=m’4 ist. 


Betrachten wir nun den ersten Fall. Um alle primitiven kubischen 
Formen mit der Charakteristik g zu bestimmen, hat man den folgenden Glei- 
chungen 

(a) K—ac=mf, bdbe—ad=Rmy, «— bd= ml 
zu genügen, so dafs die Unbekannten «a, 5, c, d ohne gemeinschaftlichen 
Theiler sind. Um die Aufgabe zu vereinfachen, wollen wir annehmen, dafs 
f prim gegen 2n4, mithin auch prim gegen 2g ist, eine statthafte Annahme, 
indem durch die eigentlich primitive Form (f, 9, 4) unendlich viele Zahlen 
dargestellt werden, die gegen eine gegebene Zahl prim sind. Es wird nun 
behauptet, dafs unter dieser Voraussetzung @ und d relative Primzahlen sein 
werden. Um dies zu zeigen, sind noch die identischen Gleichungen 

(b.) ef — 2bg + ah —=\, df — 209g - bh = 

zu beachten, welche sich aus («.) ergeben. Es sei der gröfste gemeinschaft- 
liche Theiler (9) von « und 5 von der Einheit verschieden. Nach (a.) geht 
> in mf und 2ung, folglich in dem gröfsten gemeinsamen Maafs dieser Zah- 
len (m) auf, ist also prim gegen f; daher geht 9 in e auf, was aus (Ö.) 
folgt, folglich ist »» durch 9° theilbar (wegen der ersten Gl. (a.)), also ad 
und dd ebenfalls (wegen der beiden andern Gl. (a.)); nun mufs 9° prim ge- 
gen d sein, da a, d, c, d keinen gemeinschaftlichen Theiler haben dürfen, 


a 


folglich sind « und 5 durch 9, theilbar, d.h. die ganzen Zahlen rY z hätten 


noch den Faktor 9 gemein, während sie relative Primzahlen sind. Da hiemit 
erwiesen, dafs « und d prim gegen einander, so folgt aus (a.), dafs « prim 
gegen mf ist. 

Dies vorausgesetzt, beruht die neue Theorie auf der folgenden identi- 
schen Gleichung, die sich aus («.) ergiebt: 


(e.) (bf— ag)’ — «4 = mf’, oder F—-AI—=mf; wo 5—=bf—ag, n=M 
prim gegen einander sein werden, wie leicht erhellt. Mit Hülfe dieser Glei- 


chung lassen sich nach (a.) die Coefficienten der Kubikform durch & und 7 
ausdrücken wie folgt: 


(d) an, mt, „tt 4_ rn tag +NE 











f “ f? ’ f’ 


Man bemerke noch folgende irrationale Form, deren Anwendung die weitere 
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Betrachtung sehr vereinfacht. Bringt man den Ausdruck 
1», 3 ee 
FUrTIT yysy(s4ny4) auf die Form 2-+Ly4, 


so wird L= ar’ + 3hbr’y-+3cry’+dy’, wo a, b, ec, d die obigen Werthe 
haben, diejenige Kubikform, um deren Bestimmung es sich handelt. Auch die 
andere Form % spielt in der Theorie der kubischen Formen eine Rolle; man 
kann sie die Adjuncta von L nennen. Die Coefficienten dieser Form sind 
ur Er, BER 5 en, 4 En BL 


und lassen sich durch a, db, c, d, f, 9, Ah wie folgt ausdrücken: 








a—=bf—ag, bebmy—ah, c—=df—eg, d—=dy— ch. 


Die Form £ ist übrigens auch von HKisenstein bemerkt worden. 

Die Zahlen & und „ sind nun nicht willkührliche Wurzeln der unbe- 
stimmten Gleichung (e.), denn es tritt die Bedingung auf, dafs db, ec, d ganze 
Zahlen seien. Zuförderst bemerken wir, dafs ce und d von selbst ganz sein 
werden, wenn nur db eine ganze Zahl ist. In der That aus ITS =() (mod. f) 
folgt "gn-+&°=0 (mod. f’), d. i. (+ I)n+2gE)n = 0 (mod. f ); nun 
ist f prim gegen n (denn ein anbieter Theiler von /, 7 würde S 
messen), folglich ist (9’+4)n-+295=0 (mod. f’), d. h. e eine ganze Zahl. 
— Es ist weiter (gn+S)(g’+4A)n+2Y5) = 0 (mod. f*). woraus wie vor- 
her folgt, dafs d eine ganze Zahl ist. 

Wir haben also nur noch die eine Bedingung: „5 ganz” zu berück- 
sichtigen. Diese läfst sich auf eine andere zurückführen. Nach dem in der 


Einleitung angeführten Lemma bestimme man eine Zahl @ so, dafs 
(e) G=y (mod. f), G’= 4 (mod. f?); 

da y-+-& durch / theilbar sein soll, so gilt dasselbe von @n 5. Es ist ferner 
(+ Gn)($ — Gm) =(I—G°)n--mf?, also nach (e.), (S+@n)is - @n) durch 
f’ theilbar. Es werden aber f und 5—@n relative Primzahlen sein; denn ein 
gemeinschaftlicher Theiler dieser Zahlen würde nach dem Vorhergehenden in 
5+@n aufgehen, mithin in @7, während doch f prim gegen dieses Produkt ist. 
Hieraus folgt &+-@n==0 (mod. f?). Man setze die Zahl links =f”r, und 
substituire den sich ergebenden Werth 5 in (c.); es kommt die Gleichung 


(N) Pr—26ınt+ en 





= m, 


und wenn man alle möglichen Werthe 7, n nn welche dieser Gleichung 
40 * 
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genügen und prim gegen einander sind, ferner die entsprechenden <=f’r— @n 
berechnet, so hat man nach (d.) alle Kubikformen (a, db, ec, d), welche die 
Form 9 —= (2mf, 2mg, 2mh) zur Charakteristik haben. Die Aufgabe ist hie- 
nach darauf zurückgeführt, alle Darstellungen der Zahl m durch die quadratische 
Form 


2 
BO ep, —6, =) 
von der Determinante / zu bestimmen. Es ist übrigens leicht zu sehen, dafs 
diese Form durch Triplication der Form (f, g, 4) von der nämlichen De- 
terminante entsteht. 

Die erste Bedingung der Lösbarkeit der Gleichung (f.) besteht darin, 
dafs 4 quadratischer Rest von m ist. Ist sie erfüllt, so vertheilen sich nach 
Gaufs die sämmtlichen Lösungen in eine endliche Anzahl von Gruppen, die 
zu den verschiedenen Werthen des Ausdrucks == y4 (mod. m) gehören. 
Für ein bestimmtes & entspricht eine Gruppe von Auflösungen den sämmtlichen 
eigentlichen Transformationen der Form p in die Form 

(m, w, Pie 
n 


U 





mit der sie eigentlich aequivalent sein mufs. Bezeichnet man ferner mit ,, 7 
eine öndrveduelle Lösung der Gruppe, so erhält man bekanntlich alle übrigen 
Lösungen dieser Gruppe z, n durch die Formeln 


= uT+o@—n,H)U, Alec „T-+ Ge —n@)U, 


wo Hr und T?—- 4U?—1 ist. Setzt man noch &, = f’r,— @n,, so 
findet sich leicht 5+ny4 = (&,+nyFS)(T+UY4) Die kubische Form Z,. 
welche der individuellen Lösung entspricht, ist durch die Gleichung 


Zr fe+gy Hr VA No Vf) a %+ L,y4 


bestimmt, jede andere durch eine ähnliche Gleichung, in welcher 5, n, &, L 
statt &,, 2705 &, Zu stehen. Nach dem Vorhergehenden ist also 


(9) 84+Ly4 = (+ LyA)T+UY4). 


Setzt man, um Z zu entwickeln, Z, = (a,, d,, €, d,), mithin 


®, = buf— 4,9; b,g sg A,h, df— c,9; d,g > ch), 


ferner L— (a, b, c, d), so kommt 
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wT+bf—ag)U 
b,T-+(b,yg—a,h) U 
T+lhf— og) U 
d= d,T+(dg— ch)U. 


Wir haben somit folgenden Satz erwiesen: 


\ 


(A.) 


a 
b 
c 


| 


Theorem. 


„Es sei (f, 9, h) eine eigentlich primitive Form von der Determinante 4, 
und f prim gegen 2m4f, ferner @=y (mod. f), ® = 4 (mod. f’). Die 
sämmtlichen primitiven Kubikformen, welche die gemeinschaftliche Charak- 
teristiik 9 = (?mf, 2mg, 2mh) haben, vertheilen sich in eine endliche 
Anzahl von Gruppen, die den verschiedenen Wurzeln der Congruenz 
wo = 4 (mod. m) entsprechen. Aus einer individuellen Form jeder 
Gruppe (@,, du, ©,, d,) findet man alle übrigen Formen der nämlichen 
Gruppe (a,d,c, d) nach den Formeln (A.), während die Coefficienten der 
individuellen Form folgende Werthe haben: 








4, = N, 0, tie, Es ts t3ek. 
4, EI NdMERBNHNE, 
Be f’ 


Hier ist , = fu — @n,, und z,, 7, sind beliebige Wurzeln der unbe- 


stimmten Gleichung 
32 G—4A , 
fir ini bi me > a N = m, 
prim gegen einander und aus derjenigen Gruppe von Lösungen, die man 
betrachtei, die also einem bestimmten Werth von w=y4 (mod. m) 
entsprechen.” 
Wir haben uns nun mit der Klassification der Formen (f.) (a, b,c,d) 


zu beschäftigen. Nach dem Obigen kann man 


et Hr EVD = LH Lya 


setzen, so dafs f—=L ist, wo $, n ihre obige Bedeutung behalten. Man er- 
hält alle mit Z eigentlich äquivalente Formen von derselben Charakteristik %, 
wenn man ZL durch alle diejenigen eigentlichen Substitutionen transformirt, 
durch welche g in sich selbst übergeht. Durch diese Substitutionen geht offen- 
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bar auch die Form (f, 9, A) in sich selbst über; die Substitution ist also 
z —= (T— yU)«' —ıhUy', | y= [/Ur+(T-gU)y, 
wo T, U ihre obige Bedeutung beibehalten. Hienach findet sich 
fet+gytyyd = (fatgy ty vaT+ UA) 
folglich geht &--Ly4 über in 7 fe yy+yyd’c-nyIT+Uy4)Y, 
d.h. in (2+LyA) T-Uy4,}. Wir haben also folgenden Satz bewiesen: 


Theorem. 
„Es sei f... (a, d, ec, d) eine Kubikform mit der Charakteristik 
p...(2mf, 2ıng, mh), wo (f, 9, R) eine eigentlich primitive Form von 


der Determinante 4. Man findet alle mit f eigentlich äquivalente kubische 
Formen mit der nämlichen Charakteristik p, nämlich f’...(a', db’, c', d') 
nach folgenden Formeln: 


a = aT +(bf—ag)U' 
b' = bT'’+(by-ah)U' 
e — eT'+(df—egy)U’ 
d' = dT -(dg—chÜ', 


wo T-U'y4=(T+Uy4), und T, U alle möglichen Wurzeln der 
unbestimmten Gleichung T?— AU?—=1 sind.” 


Vergleicht man diese Formeln mit (A.), so ergiebt sich, dafs eigentlich 
äquivalente Kubikformen mit derselben Charakteristik nothwendig derselben 
Gruppe angehören, so dals also Formen aus verschiedenen Gruppen auch 
verschiedenen Klassen angehören. 

Um nun die Formen derselben Gruppe zu klassificiren. unterscheiden 
wir folgende Fälle: 

1°. Ist #/ ein Quadrat, so enthält die Gruppe (A.) nur zwei Formen 
(A, du, €, du) und (— Ay, — dus — Cu, — du‘, da die Gleichung TT—- AUU —=1 
in diesem Falle nur die beiden Wurzelpaare T=+1, U—0 zuläfst. Diese 


Formen bilden eene Klasse. da die eine in die andere durch die Substitution 


fl, Aa 
\ RD, übergeht. 


2°. Ist .f negativ, so gilt dasselbe. In dem Falle #—= —1 jedoch 
kommi noch die Lösung T=0, U= +1 hinzu, aber die 4 Formen, welche 
die Gruppe nun enthält, consliluiren wiederum eine einzige Klasse, denn für 





En 
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T=0, U=+1 komm T’'=0, U’— +1, weshalb die betreffenden For- 
men nach dem vorhergehenden Theorem eigentlich äquivalent sind. 

3°. Ist 4 endlich positiv, so läfst sich erweisen, dafs die unendlich 
vielen Formen derselben Gruppe drei verschiedene Klassen constituiren. 

Um dies zu zeigen, werfe man aus (4.) zunächst alle die Formen aus. 
welche durch Veränderung aller Vorzeichen anderer Formen entstehen, was 
darauf hinauskommt, 7’ als positiv zu betrachten. Sind nun £, % die kleinsten 
positiven Wurzeln der Gleichung TT—4A4UU= 1, verschieden von T— 1, 
U=0, so erhält man bekanntlich alle übrigen Wurzeln durch die Formel 


T+Uyd = (t+uy4s), 
wo A jede beliebige ganze Zahl zwischen — oo und + x bezeichnet. Be- 


deutet nun Z, die Grundform der Gruppe, während Z, L' zwei andere For- 
men derselben. so hat man 


L= LT+WU, N 
LU = LT+QU', v 
und hieraus folgt 
LT'+8U' = LUT-+YLU, eT'+LAU' = YT+ULAU, 
also durch Elimination von ®: 
LU = L(TT' — JUU’)+g(TU'— UT), 
d. h. wenn die Formen (a, db, e,d); (a',b',c',d') den Werthen 7, U; TI’, U 
ihrer Gruppe entsprechen, so kann man die eine Form durch die andere so 


L, T + LAU, 
2%, T7’+L,AU', 


| 


ausdrücken: 
a — aT"+(bf—ag)U" 
b' bT"-(bg— ah)U" 
ce — cT"-+(df—cg)U" 
d’ = dT"+(dg—ch)U", 
so das 7" = TT'— 4UU’ und U" —= TU’—UT' ist. Macht man nun 
T+Uy4 = (t+uy4Y, T+U'/)4 = (t+uy4)%, 


so kommt 


T'"+U"y4 = (t+uyay. 
Sollen die betrachteten Formen eigentlich äquivalent sein, so mufs nach dem 


obigen Theorem 7" U”y4 die Form (£+wuy2)’” haben, und umgekehrt, 
also kommt #—4A — 3u. Hieraus ersieht man leicht, dafs die Formen der- 
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selben Gruppe in der That 3 Klassen constituiren; die Repräsentanten derselben & 
erhält man aus (A.), wenn man T+Uy4= (t4uy4)' setzt, und für 4 ir- & 
send drei nach dem mod. 3 incongruente Werthe nimmt, z. B. 0, 1, 2. & 


Theorem. 
„Alle Kubikformen mit derselben Charakteristik (2mf, 2ıng, Zmh), 
die eine Gruppe bilden, constituiren drei Klassen, wenn = g’—fh 
positiv und nicht quadratisch ist, in den übrigen Fällen eine Klasse.” 


% %* 
%* 


Wir kommen nun zu dem zweiten Hauptfalle. Die aufzulösenden Glei- 
chungen sind hier 


"’— ac—mf, be— ad— mg, ce — bd—= mh. 


Man darf f prim gegen 2:n4 nehmen; dafs alsdann f prim gegen 2%, a und 
b prim gegen einander, und a prim gegen mf, wird wie oben bewiesen. Statt 
der Gleichung (e.) kommt 

&®— nd = 4mf?, S—=r%f— ag, nu. 
S und 7 werden keinen ungeraden Faktor gemein haben, und entweder beide 


gerade, oder beide ungerade sein, wie leicht erhell. Für die Coefficienten 
der Kubikform erhält man die Werthe: 








1 )n+2yE 
er; Mi, rate 
d— (Er39ntBF+HNE 

rn z sf’ 9 


oder auch, wenn die Form mit 4 bezeichnet wird, so ist 


1 ne 
sp AetgyryvVIietnyN = 84 Lya. 
Ist 5 ganz, so werden c, d ebenfalls ganze Zahlen sein. Denn 
QgE+P+f)mD)n = 0 (mod. 4f?); 
wenn also 7 ungerade, so ist c eine ganze Zahl, wenn aber n gerade, so ist 


der Faktor von n links sowohl durch 4, als auch durch f? theilbar, mithin 
durch 4f”, also c wieder ganz. — Ferner 


KP+IgAn+RBFHFIEn = 0 (mod. 8°), 


also d ganz, wenn n ungerade; wenn aber n gerade, so folgt dasselbe. da 
der Faktor von n links dann durch 8 theilbar ist. 





en er 
Er EEE 
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Nach dem Lemma der Einleitung kann man @ so bestimmen, dafs 
G=g (mod.2f), @*= 4 (mod. 4f?) ist, und &--@n mufs durch 2f theilbar 
sein. Man hat ferner ($+-@7)(5—- @&)=(4—- @)=0 (mod. 4f?). Ist 
nun erstens n gerade, so folgt leicht, dafs f prim gegen 5— @n, also &--@r 
durch f theilbar ist; die letzte Zahl ist aber ungerade, folglich &-+@n durch 


2 2 
2f” theilbar. In diesem Falle ist (%) — 42) — mf” ungerade, folglich 


+62 ungerade. Setzen wir also 5-+@n==2f’r, so ist z ungerade, mit- 
hin prim gegen n. — Ist zweitens n ungerade, so kommt 

HEI+GN 4E— En) = 0 (mod. fP), 
und da leicht zu zeigen, dafs f prim gegen den zweiten Faktor, so kommt 
4(5+@n) = 0 (mod. f?), also wie vorher $+@n — 2f’r, so dafs x prim 
gegen 7 ist. Statt der Formel (f.) erhält man so die folgende: 


Te Eee — 2m, &—= 2f’tr — Gr, 
wobei zu bemerken, dafs 


(af, - 6, 2) 


eine uneigentlich primitive Form von der Determinante 4 ist. Die Coefficien- 
ten der Form % werden 


a—=2bf—ag, b= by — Rah, e—=2df—.cg, D — dg — 2ch. 
Das dem ersten Theorem entsprechende lautet nun wie folgt: 


Theorem. 


„Es sei (2, 9, 2h) eine uneigentlich primitive Form von der Deter- 
minante 4, und f prim gegen 2m4, ferner @=g (mod.2f), @ =: 
(mod. 4f?). Die sämmtlichen primitiven Kubikformen, welche die gemein- 
schaftliche Charakteristik 9 = (2mf, mg, 2mAh) haben, vertheilen sich in 
eine endliche Anzahl von Gruppen, die den verschiedenen Wurzeln der 
Congruenz w = 4 (mod. 2:n)) entsprechen. Aus einer individuellen Form 
jeder Gruppe (@,, d,, ©, d,) findet man alle übrigen Formen der nämlichen 
Gruppe (a,d,c,d) nach den Formeln: 


(21 = a1 -+ (2b, f— 4,9) U 
(A'.) 


2b = b,T-+ (bg — 2a,h) U 
2c = sT-+(2d,f— c,g) U 
\2d = dT+(d,g—2c,h)U, 


Journal f. d.M. Bd. LIlI. Heft 4. 41 
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wo T', U alle Wurzeln der unbestimmten Gleichung T”’ — ZU? —=4 be- 
deuten, während die Coefficienten der individuellen Form folgende Werthe 








haben: 
2 . 2 1 
ah, ee ES wg en g& 
(g’+3yA)n,+(3g’+ NE, 
d, sf° ° 





Hier ist &,—= 2f’7,— @n,, und z,, n, sind beliebige Wurzeln der unbe- 
stimmten Gleichung 
GA 2 


2f’Ü — 267m +2 pe 


prim gegen einander und aus derjenigen Gruppe von Lösungen, die man 
betrachtet, die also einem bestimmten Werth von w=yJ (mod. 2m) 





== Sm, 


entsprechen.” 
Da ferner die Form (2f, g, 2%) in sich selbst übergeht durch die eigent- 
lichen Transformationen 
= 3(T—gU)r—ıly, y=fÜr+y(T-+gU)y', 


so gelangt man ähnlich wie Oben zu dem folgenden 


Theorem. 
„Es sei f... (a,b, e,d) eine Kubikform mit der Charakteristik 
f... (2mf, mg, 2mh), wo (2f, 9, 2h) eine uneigentlich primitive Form 


von der Determinante 4. Man findet alle mit f eigentlich äquivalente kubi- 
sche Formen mit der nämlichen Charakteristik a, nämlich f’...(a', b', c', d') 
nach folgenden Formeln: 


2a —= aT' + (2bf— ag)U' 


26 —= bT’--(bg — 2ah) U' 
2c' —= eT' + (2df — ey) U' 
2d' — dT'+(dg — 2ch) U’ 


wo T’+ Uy4—=2(2 +4), und T', U alle möglichen Wurzeln 
der unbestimmten Gleichung TT — AUU = 4 sind.” 

Um die Formen derselben Gruppe zu klassificiren, sei 

1°. 4 ein Quadrat. Dann hat die Gruppe nur zwei Formen, die in 


eine Klasse gehören. 
Ist 2°. 4 negativ *), so it T=2, U—=0**) für ein beliebiges 4; 





*) Man bemerke dafs 4 nicht = —1 sein kann, wegen „’—4fh = 14. 
**) Die Formen, welche durch Veränderung aller Vorzeichen andrer Formen ent- 
stehen, kann man aus der Gruppe auswerfen. 








NR LS N. ©. 
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T=1, U=+1 für = —3. Ist nun 4 nicht = — 3, so hat die Gruppe 
nur eine Form. Ist #= —3, so hat sie 3 Formen, welche auch 3 Klassen 
constituiren, da die Bedingung 1 + 4=2(1-+40.71)° nicht möglich ist. 

3°. Ist 4 positiv, so findet sich wie Oben, dafs die Formen der Gruppe 
wiederum 3 Klassen bilden, deren Repräsentanten man aus (4.) erhält. wenn man 


T- Uyd In 2(E + #7) 


setzt, und für A irgend drei nach dem mod. 3 incongruente Werthe nimmt. 
z.B. 0. 1. 2. Hier sind /, « die kleinsten positiven Wurzeln der Gleichung 


T’— AU? — 4, 
verschieden von T=2, U —0. 


Theorem. 

„Alle Kubikformen von derselben Charakteristik (2mf, mg, 2mh), die 
eine Gruppe bilden, constituiren drei Klassen, wenn #—=g’—4fh po- 
sitiv und nicht quadratisch, und wenn = —3 ist, in den übrigen Fällen 
eine Klasse.” 

Da nun die Anzahl der quadratischen Klassen für eine gegebene De- 
terminante endlich ist *), und da zu jeder solchen Klasse eine endliche An- 
zahl von kubischen Klassen gehört, so gelangt man zu dem 


Fundamentalsatz. 
„Alle Kubikformen von derselben nicht verschwindenden Determi- 
nante**) zerfallen in eine endliche Menge verschiedener Klassen.” 





*) Formen von der Determinante Null ausgeschlossen. 
**) Wenn die Determinante Null, so ist die Anzahl der Klassen unendlich grofs. 


Berlin, den 6. September 1855. 
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29. 


Einige neue Sätze aus der Lehre von den 


Combinationen. 
(Von Herrn Öttinger.) 





$. 1. 


Bekanntlich führt die Auflösung der Gleichungen des ersten Grades 
mit mehreren Unbekannten auf die Gruppen der Versetzungen ohne Wieder- 
holungen und zwar aus so viel Elementen und zur so vielten Classe, als Un- 
bekannte vorhanden sind. 

Die Zeichen, welche den einzelnen Gruppen vorgesetzt werden müssen, 
hängen wie bekannt davon ab, dafs man in einer Gruppe der Reihe nach 
jedes einzelne Element betrachtet und seine Stellenzahl mit der -eines jeden, 
unmittelbar oder mittelbar folgenden vergleicht. So oft eine kleinere Stellen- 
zahl folgt und sich also eine Abnahme zeigt, wird diefs bemerkt. Durch die 
Zahl dieser Abnahmen wird das vorzusetzende Zeichen bestimmt. Eine gerade 
Anzahl oder O deutel auf ein poselives, eine ungerade Anzahl auf ein ne- 
gatives Zeichen. 

Cramer hal diese Regel in seiner „Introduction & l’analyse des lignes 
courbes. Geneve 1750 pg. 658” zuerst aufgestellt, indem er sagt „On donne a 
„ces termes les signes + ou — selon la regle suivante. Quand un exposant 
(Cramer hat die Stellenzahlen oben rechts an die Buchstaben geschrieben) 
„est suivi dans le möme terme, mediatement ou immediatement, d’un exposant 
„plus petit que lui, j’apellerai cela un derangement. (Qu’on compte pour 
„chaque terme les nombres des derangemenis; s’il est par ou nul, le terme 
„aura le signe +; s’il est ?mpair, le terme aura le signe —. 

Cramer bezeichnet das Folgen einer niedern Stellenzahl auf eine hö- 
here durch das Wort „derangement”. Hier soll es durch das was es ist 
„Abnahme” bezeichnet werden. 


EL) 


Man kann nun dem Gesagten zufolge alle möglichen Paare von Stellen- _ 


zahlen, welche bei Bildung der Versetzungen ohne Wiederholungen aus n Ele- 
menten zur n‘" Classe entstehen, unter einander vergleichen und fragen „Wie 
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grofs ist die Zahl aller möglichen darin vorkommenden Stellenzahlen- 
Abnahmen, paarweise betrachtel?” 

Diese Frage wurde im 18'“ Bande dieses Journals S. 100 von Herrn 
Prof. Stern zur Beantwortung vorgelegt. 

In dieser Form ist diese Frage sehr speciell. Sie soll hier in einer 
allgemeinern, der Lehre von den Combinationen entsprechenderen Form auf- 
gestellt und nicht nur für die Versetzungen ohne Wiederholungen, sondern 
auch für die Versetzungen mit unbeschränkten und beschränkten Wieder- 
holungen beantwortet werden. 

Bei dieser Frage selbst ist klar, dafs man nicht nur je zwei, sondern 
auch je drei, veer u. s. w., überhaupt je A, unmittelbar oder mittelbar auf 
einander folgende Elemente, welche Stellenzahlen- Abnahmen zeigen, unter 
einander vergleichen und nach ihrer Anzahl fragen kann. 

Die Beantwortung der Frage wird aber durch Umkehrung sehr erleich- 
ter. Verfolgt man nämlich die einer bestimmten Classe von Versetzungen 
zugehörigen Gruppen nach einer Richtung hin, etwa von der Linken zur 
Rechten, so kann man den Stellenzahlen ihre natürliche Ordnung des Zuneh- 
mens lassen, je zwei, je dret und mehr Elemente unter einander vergleichen 
und fragen ‚‚wze yrofs ist die Anzahl derer, in welchen je zwei, drei u. s. ıw. 
überhaupt je h hinter einander folgende Elemente eine Zunahme (unmit- 
telbar oder mittelbar) zeigen?” 

Ist diese Frage gelöst, so ist es, wie leicht zu sehen, auch die oben 
vorgelegte, denn sie ist die umgekehrte von der eben aufgestellten, da die 
Stellenzahlen- Abnahmen (derangements) sich ergeben, wenn man die Stellen- 
zahlen der nämlichen Gruppen nach der entgegengeseizten Richtung hin ver- 
gleichend verfolgt. 

Ferner ist zu bemerken, dafs die in oben genannter Form (Bd. 18 d. 
Journ.) aufgestellte Frage von der speciellen Voraussetzung ausgeht, dafs die 
Versetzungen aus n Elementen gerade zur n'“ Classe gebildet werden. Diese 
Beschränkung ist aber aufserwesentlich und daher zu entfernen. 

Hiernach sind nun folgende drei in das System der Combinationslehre 
gehörige Probleme zu beantworten. 

(1.) Die Versetzungen ohne Wiederholungen aus n Elementen 
werden zur p'“" Classe gebildet. Wie grofs ist die Anzahl der Stellen- 
zahlen- Zunahmen oder Abnahmen, wenn je h unmittelbar oder mittelbar 
auf einander folgende Elemente verglichen werden? 
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(2.) Die Versetzungen mit unbeschränkten Wiederholungen aus 
n Elementen werden zur p'” Classe gebildet. Wie grofs ist die Anzahl 
der Stellenzahlen - Zunahmen, wenn je h unmittelbar oder mittelbar auf 
einander folgende Elemente verglichen werden? 

(3.) Die Versetzungen mit beschränkten Wiederholungen aus p 
Elementen werden zur p'” Ülasse gebildet. Wie yrofs ist die Anzahl 
der Stellenzahlen- Zunahmen, wenn je h unmittelbar oder mittelbar auf 
einander folgende Klemente verglichen werden? 

Bei Bezeichnung der so eben aufgestellten Probleme soll die Bezeich- 
nungsart meiner Combinationslehre zu Grund gelegt, die Anzahl der Stellen- 
zahlen-Zunahmen durch Beisetzung des Buchstabens & (Anfangsbuchstabe des 
Wortes Zunahme) angedeutet und die Anzahl der verglichenen Stellenzahlen 
(h) in die Klammer und vor die Elemente gesetzt werden, so dafs die so 
eben in 1—3 aufgestellten Probleme der Reihe nach durch folgende Symbole 
sich kurz so darstellen: 


(4.) Pzih; a, a, & ... a, 

57 Pi ar 

(6.) Peik; (0,7, (87, (af (Mu)... Pr 
In (4.) und 5.) it AS p, pzn; in (6.) bezeichnen g, Tr, s... die Wie- 
derholungen des eingeklammerten Elements und es ist 


ga-r+s+l..=9P», 
worin einzelne der Zahlen g, r, s, 2... auch die Einheit bedeuten können. 
$. 2. 
Bestimmung der Anzahl der Stellenzahlen-Zunahmen bei den Verselzungen ohne 
Wiederholungen aus n Elementen zur pten Classe für 4 Elemente oder 
Pelhe 0 inne Be 
Werden die Versetzungen ohne Wiederholungen aus den Elementen 
" Classe gebildet und verfolgt man die Elemente 
jeder Gruppe von der Linken zur Rechten, in welchen je zwei, dre u s. w. 
überhaupt 4, unmittelbar oder mittelbar auf einander folgende Stellenzahlen 
nach ihrer Zunahme betrachtet werden, so zeigt sich leicht, dafs die uuflösen- 
den Gruppen mit den Verbindungen ohne Wiederholungen aus n Elementen 
zur zweiten, dritten u. s. w. überhaupt zur A’” Classe zusammen fallen. 
Am Einfachsten verdeutlicht sich diefs an einem besondern Falle. Sind 
die Versetzungen ohne Wiederholungen aus fünf Elementen («,,4,,4,,4,, q,) 


te 
ds Ay, Ay, ... 4, Zur pP 





a EN ee 
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zur 4" Classe (im Ganzen 120 Gruppen) gebildet und soll in denselben die 
Anzahl der Stellenzahlen-Zunahmen bestimmt werden, wenn je zwei Elemente 
in Betracht kommen, so haben nur die zein folgenden Gruppen 


dd, A,dz, Ard,, Ardz, Ardz, Aryl, Udz,, Azld;, Azd;, d,l; 


die Eigenschaft, der Aufgabe zu genügen. Keiner von den übrigen Ver- 
setzungs- Gruppen zu zweien aus fünf Elementen kommt diese Eigenschaft zu. 


Die vorstehenden zehn Gruppen sind aber offenbar die Verbindungen 
ohne Wiederholungen aus fünf Elementen zur 2'" Classe oder Ca... . 4)". 


Die Zahl der Gruppen, welche also in der vorliegenden Frage bei 4 
auf einander folgenden Stellenzahlen- Zunahmen die Auflösung zu bewirken 


vermögen, ist hiernach 


u n(n—A)(n—2) ... (mn —h-+N1) 
3 Clay m NE ae 


So oft nun eine der auflösenden Gruppen in den Versetzungs-Gruppen zur 
p“" Classe auftritt, ist der vorkommende Fall in Rechnung zu bringen. 








Hält man eine der auflösenden Gruppen (z. B. «,. @,, a, .... a,) fest, 
so nimmt sie % Stellen unter » vorhandenen ein. An den übrigen (p—#, 
Stellen können sich also noch (n— 4) Elemente zeigen und unter sich alle 
möglichen Verselzungen ohne Wiederholungen zur (p — h)'”" Classe bilden. 
Die hiedurch bedingte Versetzungszahl ist 


(n — Ay — (n—h)(n— h—1)(n—h—2)... n—p-+1). 


Durch sie gehen aus jeder Versetzungsgruppe, in welcher sich eine der auf- 
lösenden Gruppen zeigt, in Verbindung mit N° 1. 


2) (m) x (m — Aypaim 


n(n—A)(n — 2)... (n—h-+1) 


= 1.2.3...% x(n—h)(n—h—1) ... (n—p-+1) 





_ an —1) (n—2)...(n— p-+H) 
En 1.2.82...8 





auflösende Fälle hervor. 

Während diefs geschieht, dürfen aber die einzelnen auflösenden Grup- 
pen die Reihenfolge ihrer Elemente nicht ändern, damit sie ihre auflösende 
Eigenschaft nicht verlieren. Sie können indessen mit Beibehaltung der ihnen 
inwohnenden Ordnung alle möglichen Stellungen auf » Stellen einnehmen. Die 
Anzahl der weiter hiedurch erzeugten Fälle ist nach $. 41 N’. 120 meiner 
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Gombinationslehre 


—1)\(p—2)...(p—h+1 
(3.) Z[p; Gi el a,]' Pu (pP) PEN p(p BEL. + br 


denn sie fallen mit der Zerstreuung von % Elementen in p» Fächern oder p 
Stellen bei unveränderter Ordnung zusammen. 





Die Anzahl der in Frage stehenden Gruppen ergiebt sich sofort aus 
der Verbindung von N". 2 und 3. Hiernach ist die Anzahl der Stellenzahlen- 
Zunahmen bei den Versetzungen ohne Wiederholungen aus n Elementen zur 
p“" Classe für 4 auf einander, unmittelbar oder mittelbar folgende Elemente: 


(4.) Pz [4; Ad, Aga... a,„]? =—— (P)n X (N), X (n BR), na 


pp). (p—h-+I) x n(n—I)(n—2)...(n—p+1) _ Er ypl—ı 
ap 28 T.2.3...% a 








für AZSpundpzn. Ist p=n, so erhält man 
ni 


(5.) Rs ,, 2...) = (A Tr 
—1) —h-+1) en 
ua n(n un — +1) n(n—1)...(A-+1) ke (n),.n"H ı 


Für den speciellen Fall, Bern erim 18. Bd. d. Journ. aufgestellt ist, entsteht sofort 


(6) Pel2; 0,9... = "7 .(n—1)(n—2)...4.3 


Besondere Fälle bestimmen sich nun leicht und bestätigen die Richtig-- 
keit der aufgestellten Formeln. 

So ist die Anzahl der Stellenzahlen-Zu- oder Abnahmen aus 3 Ele- 
menten zur 3”, aus 4 Elementen zur 4" Classe u. s. w., wenn nur zwei 
Elemente in Betracht kommen nach (4.) oder (5.) 





IS) 
Lab) 


Pz[2; a,@,4a]’ = 13:3 =) 
4.3 
Pe[2; a, %,0,4]-= T5- 1.3 Rn 
Pz[2i 0, 0...) = 75.5.4.3 = 600 


u. 5. W., wie dies auch in dem oben angeführten Bande angegeben ist. Kom- 
men je drei Elemente in Betracht, so ist 





| 3.2.1 3.2.1 
Prid; an) = 733 15 5 > 1 
4.3.2 
Pz[3; a, %, 4,4] = 1233 4 — 16 
Pz[3; a,0,..4] = 5-4 — 200 





2 
; 
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u. s. w. Bei 6 Elementen in der 4'" Classe wird bei 2 und 3 Stellenzahlen- 
Zu- oder Abnahmen: 








4.3 ‚6. 9.4.3 
P2[?2;a,,%...%]| = 12135 = 1080 
4.3.2 6.5.4.3 
2 Ü, u . nern r 
Pz:|3;:a,.0...,] = 133133 240. 


Die Werthe,. welche aus dem Ausdrucke N'’ 4. hervorgehen, hängen 
von der Ölasse (p), der Elementen- Zahl (n) und den Stellenzahlen - Zunah- 
men (A) ab und zeigen Eigenthümlichkeiten, die Beachtung verdienen. 

Wächst » (die Classe) bei unverändertem n und A, so werden, wie 


leicht zu erkennen ist, die Gruppenanzahlen wachsen, denn aus der Verglei- 


chung von 
npl-ı np+N—1 


(P)r’ A und (p + Da m 


folgt nach den nöthigen Veränderungen 


(7.) 1<np4 
als Uebergangsgesetiz von einer Gruppenzahl auf die nachfolgende. 
Da p hier nicht gröfser als n-— 1 werden kann, so deutet dies auf 
ein Wachsen. Das Umgekehrte, ein Fallen, kann nicht eintreten. 
Wächst » bei unveränderlichem p und 4, so tritt derselbe Fall ein, 


denn aus der Vergleichung von 


BE us, n+-1)Pl-! 
(P)n Im und Pr‘ a 





folgt 
8) n1<n+p-1. 
Dies deutet ein Wachsen an. 

In beiden Fällen bleibt 4 unverändert. Wächst p und n gleichzeitig 
bei unverändertem A, so müssen die Gruppenzahlen in verstärktem Maafse 
wachsen. 

Anders stellt sich die Sache, wenn n (Elementenzahl) und » (Ülasse) 
unverändert bleibt und 4 wächst. In diesem Falle wird ein Maximum ein- 
treten. 4 kann dann alle Werthe von 1 bis p durchlaufen. 

Zu dem Ende ist es am Einfachsten, die Werthe dreier auf einander 
folgenden Gruppenzahlen für (A—1), 4 und (4-4-1) unter sich zu vergleichen. 


Es mufs dann sein 
„rl „pi! 


(P)n-ı rl < (Pr- > (Par: AH } 


Journal f. d.M. Bd. LIII. Heft 4. 42 
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Hieraus entsteht 


p—h+1 (»—h+Nip—h) 
0.) A ee h’(h-+1)* 








Aus den zwei ersten Gliedern folgt nach den nöthigen Veränderungen 
Akh+)<p+1 


aus den zwei letzten 
(k+1)A+M9)>p+1 
und aus beiden 
(10) AAH)<p+1<eh+N(A-+2) 
Hiernach wird ein Maximum bei wachsendem A und unverändertem > und n 
eintreten, wenn die Versetzungsclasse (p) zwischen den Grenzen von A(h--1) 
und (A+1)(A--2) liegt und dann wird die 4“ unter allen möglichen (pP) 
Gruppenzahlen ein Maximum sein. 
Die näheren Bedingungen hiefür sind folgende: 

a) Ein Maximum tritt erst von der 6‘ Classe an ein, wie diefs aus den 
zwei ersten Gliedern von (9.) folgt. 

b) Bei den Versetzungen von der 6" bis zur 11‘ Glasse ist die zweile 
Gruppenzahl (= 2), von der 12” bis zur 19'* ist die dritte (A=3),. 
von der 20°" bis zur 29°“ ist die vierte (A=4) u. s. w.. von der 
[A(A-+-1)]" bis zur [(A--1)(4--2)—1]” Classe ist die 4“ Gruppenzahl 
ein Maximum. 

ce) Die 5", 11, 19, 29% u. s. w. [A(A+1)—1]* Classe hat zwei gröfste 
und gleiche Gruppenzahlen. 

d) Ein Minimum tritt ein, wenn A=p wird. 

Bildet man hiernach die Gruppenzahlen zur 6'° Classe aus 6 Elementen 
für 1. 2. ... 6 Stellenzahlen-Zunahmen, also für 


Pr l1; 0, u, il, Pelle, m. 5 +5 Pb a 
so erhält man aus (4.) der Reihe nach folgende Zahlenwerthe: 
4,=4320, A=5400, 4,=240, 4,=490, 4=36 4=1. 


Für die Versetzungen zur 5" Classe aus 6 Elementen ergeben sich 
für 1, 2, 3, 4, 5 Stellenzahlen-Zunahmen der Reihe nach folgende Werthe: 


4, —=3600, 4.=3600, A4;=1200, A4,=150, 4,6, 


wodurch sich das oben Gesagte bestätigt. 





E% 
En 
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$. 3. 

Bestimmung der Anzahl der Stellenzahlen-Zunahmen bei den Versetzungen mit Wieder- 
holungen aus » Elementen zur »'“" Classe für A auf einander folgende Elemente 
oder P'z[Ah; a, a, :-- np. 

Auf ganz gleiche Weise, wie im vorigen Paragraphen, wird die An- 
zahl der Stellenzahlen- Zunahmen bei den Versetzungen mit Wiederholungen 
bestimmt. Auch hier fallen die auflösenden Gruppen mit den Verbindungen ohne 
Wiederholungen aus n Elementen zur A" Classe zusammen. Ihre Zahl ist 
n(n—1)(n—2)...(n—h+1) 

1.2.3... A 


Jede dieser auflösenden Gruppen kann auf p Stellen 


p(p—Np—2) ...(y—h-+H1) 
1,2... 


sich zeigen und mit ihr können sich in jeder Stellung die Versetzungen mil 
Wiederholungen aus n Elementen zur (p— A)" Classe (auf allen übrigen 
Stellen), also 





(1) Cla,@%s,...4,] = (n), = 





(2) Zip; a,@,...0]' = (p), = 


3) Pfia.,.0u5.20,P” = #" 


vereinigen. Die gesuchte Gruppen- Anzahl für die Stellenzahlen - Zunahmen 
ist daher aus (1.), (2.), (3.): 


(4.) Pz[h;a,@,..qa] = (p),.(n),.nP" 


15 pp—V...(p—Arl) nm N... n—ArI), „p-i 
Sr, 1.2... 81.0 





für Ak—pundpy<zn. Isttp=n, so wird 





—1)...(n—h+1)\’ | 
(5.) P'z[h; RE TE a, ]" Zn (n),(n),.nP" — (ti 1) (n h+ .) i nr}. 








1.2... h 
So ist 
Pz[1; a, (da. U; . a,]' Bu ER, = 1024 x 
| 4.343 .» 
Pz2[2; a.0,..@] = 15°75 4° — 576 
4.3.2 4.3.2 
Pz[3;a,, Ayası. a,]' — 1.23 1.2.3 -4 — 64 
PIE, Kr ae Ri el 
3.2 4.3 
P'z[2; 4,» ds . 4; , a, = 121.2 4 —— 72 
u. Ss. W 
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Wächst n bei unverändertem p und A, so müssen auch, wie sich leicht 
zeigt, die hieraus sich ergebenden Gruppenanzahlen wachsen. Dasselbe gilt, 
wenn 9» bei unverändertem n und Ah wächst. Um so mehr müssen daher die 
Gruppenzahlen wachsen, wenn bei unveränderlichem % die Elementenzahl (n) 
und Classe (p) wächst. 


Wächst 4 bei unverändertem n und p, so leitet sich die nächstfolgende 
Gruppenzahl A, aus der vorhergehenden A nach der Formel (4.) auf folgende 
Weise ab: 
p—h)\n—h) 

(kh-+1)’.n 


Diefs deutet bei wachsendem 4 auf ein Fallen. 





I 


Hieraus folgi, dafs bei unveränderlicher Classen - und Elementen - Zahl 
(p und n) und wachsenden Stellenzahlen- Zunahmen (A) die Gruppenzahlen 
abnehmen. Es entsteht ein Maximum für A=1, ein Minimum für A41=p, 
wie sich dies an den vorstehenden Zahlenwerthen zeigt. 


$. 4. 


Bestimmung der Anzahl der Stellenzahlen-Zunahmen bei den Verselzungen mit 
beschränkten Wiederholungen aus » Elementen zur p'°* Classe für A unmiltelbar 
oder mittelbar auf einander folgende Elemente oder 
PzIh; (a W, ia), (0, ..-«P- 

Auch hier ist der Entwicklungsgang derselbe wie früher. Es ist je- 
doch zu bemerken, dafs der Classenexponent und die Zahl der Elemente der 
einzelnen Gruppen einander gleich sein müssen, und dafs also ist 


» = d4rterit- 

Nennt man die Zahl der auflösenden Gruppen A,, die Anzahl der Stellungen, 
welche sie auf » Stellen einnehmen können 

= y(p—A)...p—h+1 

Er 5 zur Sage, 
so müssen diese Anzahlen noch mit den Versetzungen mit beschränkten Wie- 
derholungen verbunden werden, welche aus den übrigen (p — Ah) Elementen 
zur (p— h)“" Classe gebildet werden können. Jede Gruppe mufs hiebei durch 
die entsprechenden Fakultäten dividirt werden, welche durch die beschränkten 
Wiederholungen bedingt sind. 





Aus diesen Bemerkungen ergiebt sich nun folgendes Symbol zur Dar- 
stellung der gesuchten Gruppenanzahl für die Stellenzahlen-Zunahmen (S. Com- 
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binationslehre $. 9) 
(1) Pz[h; (a), (@), (a5) (a)' ...] 


(p — hypr=1 ni p(p—1)(p—2) ... 3.2.1 
Ei 


Die Darstellung des Zahlenausdrucks für A, bildet hier die Hauptauf- 
gabe. Sie beruht auf folgender, aus den Combinationen bekannten Zerlegung: 


— 4, (P)n' 








CET a a 2 ee cn 
= Ca, 9, ... a” 40a, %; ... a Cla, 15 ..: Gum)" 
+C(9,30 3; ...0, "TC (@y413 2. Anm) ++ Ola, 3..." Clan 
FEW 


und 
(3.) Cla,, Ayy .r. Ayrın U 

= (N), + (Rem) (Mn. (m)2 + (Mm), + (Mn), (m) + (m), 
unter der Bedingung, dafs A=.n und A=<m. Is n<h oder m<- Ah, so 
fallen bestimmte Anfangs- oder Schlufsglieder weg und die Reihe ist nicht 
mehr vollständig. 

Werden nun diese Bemerkungen auf besondere Fälle angewendel, so 
ist zu bemerken, dafs statt eenfacher Elemente, wie (2.) und (3.) voraussetzen. 
Wiederholungen derselben eintreten, die durch die oben angeschriebenen Ex- 
ponenten angezeigt sind. Es müssen daher die Wiederholungsexponenten 
statt der Einheiten in (2.) und (3.) in den Calcul aufgenommen werden, da nach 
der Natur der Sache die wiederholenden Elemente um so viel mehr auflösende 
Gruppen hervorbringen, als der Exponent Einheiten enthält. 

Geht man nun die einzelnen Fälle durch, so erhält man folgende aul- 
lösende Gruppen bei einem, zwei, drei, vier wiederholenden Elementen: 


AI Are Ari: rt 


— (la) Cla, a, ..: 4 +C0[%, a, ... a, = g(n),-ı + (n), 
n(n—1)...(n—h-+2) nkn—1)(n—2)...(n—h+1) 








= TE en 12.3...% 
4,= Ü[(a,)’, (0), 43, 4... 4,42)" — (’[(a,)’, (a) ]' C[a;, a,,... @,;; Pr 
+C[(a)", (a) Cl[a; ,a,,...0,.2]””+Cl[a, 4, .... 4,,]' 

— (+). + gran. + a), | 
4,—=Ü[(a,)’, (0), (43), 44 5 ...4,,5]" = C|(4,)?, (a,)', (a;)' CO [a;, 45, ...@,,5]'" 
+ C[(a,)’, (a), (a, Cla,, a;,... 4,4] ... Ola, 9,...4,;5]" 
= (+r+ sat (gr+gs+trs) (mn), + grs(n).-34+ (N), 
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4, = Ca), (a,), (a), (a), Gy Qs, ... 4,44)" 
= (rs Naar lgrtgstgetrstritst)(mı-. 
+ (grs + grt- gst-{-rst)(n),„_s+ grst(n),_4-+ (n), 
u. s. w. Hieraus läfst sich leicht der Fortgang zu dem allgemeinen Gesetze 
erkennen. Es ist 
53 Ca) a ee Fe 
= U Yıs Y2% ++» 1) (R)n-ı + C(q; /ERRZZ x) (Mat Gig; /PERZE 1 M3 
+ er + lg Yo) (Mat N): 
Hier dienen die Zahlenwerthe der Wiederholungsexponenten als Elemente, 
woraus die Verbindungen zur 1°”, 2”, 3°", ... 4" Classe gebildet und in 
Rechnung gebracht werden müssen. Für > % verschwinden einzelne Glie- 
der. A kann nicht gröfser als k--n werden. 
Bei dieser Darstellungsweise gelten folgende, sich leicht rechtfertigende 
Sälze: 


(6.) Cha), %, a: ur ee Ce, (N BR 


( 


\ 


Ze DEN, Wir (5 ee A a A 


C[(a,)’, (a2), 45, ... d,,2] — Ci), 9, (ib); --. 4,42] 


Yr; N f f \c i h 
— (la), @, ... Anyı, (4,42) = Ola, (@), (9), 9... =. 


u.s. w. Denn die Gruppenzahlen bleiben gleich, welche Elemente auch die 
Wiederholungs- Exponenten haben. 


Es läfst sich auch eine zweite Methode anwenden, um die auflösenden 
Gruppen zu zählen, nämlich die, dafs man alle vorhandenen (gleiche und un- 
gleiche) Elemente als ungleich annimmt, hierauf die zugehörigen Verbindungen 
zählt und dann diejenigen Fälle ausscheidet, welche dadurch entstanden, dafs 
eine besliimmte Anzahl von Elementen, welche ursprünglich gleich waren, als 
ungleich angenommen wurden. So lange A=2 ist, also im einfachsten Falle, 
giebt diese Methode ein bequemes Resultat. Für A=3 wird sie schon sehr 
zusammengesetzt, weswegen sie nicht weiter verfolgt wird. Für 4=2 ist 


(7.) Ca)", Bu ... (a), A;ıı, Uxy2y ++» On] == Mi 
—= (ng, 7 + 43°" Mh (Ya — (92) — (93)2°* — (ga)e- 


Durch Anwendung des Gesagten erhält man folgende Ausdrücke zur 
Bestimmung der Stellenzahlen-Zunahmen bei den Versetzungen mit beschränk- 
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ten Wiederholungen für 4 auf einander folgende Elemente: 


(8) FPz[a; (a), &, 4; :.. ah 


— [y(n).-ı+ (n).] x . ur 1. ER Er 





Pz|h; (a,)’, (@), q;, Uyy 22. Ana |" 


FE R („+ r+n)(g+r+n—1)...3.2.1 
Fe cz TI raten): 2... ER. ER... 1 





Pz Ih; (a,)”, (4;)", (4;)°, dıs d;. ... ER a 


= [++ Rdn arte airie-! A 


u. Ss. w. allgemein 





b . 4 4 / 4 - s ‚++ Ye 
(9.) z[h; (a) j’ (4,) P; ie (4;) ” 4115» dıı2, Ki FIRE he +4 It 


= KATH Iay++- 1) A; + Gy: Yan ++. 1) (N). 7 C(q; 29...) (Ms: 
Hrn t gr 
FORTZIBETIWUE 





+ mr aa 


Die Reihe der Glieder in der Klammer bricht ab, wenn A —k—0 oder ne- 
gativ werden sollte. Hiebei ist zu beachten, dafs (n),—=1 ist. auch wenn 
n=0 wird. Aus (7.) hat man für A=2, 


»[). 7 f 7 Ik 
(10.) Pz [2; (a) 2 (Q) "2... (u); Urrıa Arı29 «++ A,n 
14: en 


= „4 nu DERE) T. Aug —( - # An a A )n 
(ng 92- 1 — (2 — (Ge — (93) Se eraTeerr BTL 





Specielle Fälle ergeben sich leicht. Es ist z.B. aus (8.) für y—2, r—3, 
n—4, h=1, 2, 3, 4,5, 6 der Reihe nach 


Pz[1; (4), a d;, d,, (d;, 4] 


— [544]. 5 — 272160 





Pz[2; (4); (0), Gy... ] 


— [5.442.346] ai Ta = 483840 





Pz[3; (4), (Q), 45, ».. 4] 





5.6+2.3.444], 57577 — 292320 
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Pz [4; (4,), (q,)°, Az, 2... 4] 


9.8...3.2.1 
A ” 
— [5.442.3.641]1797 2371337 


Pz [5; (4), (Q,)”, Az, +... 4] 


’ a u 2 
= RI TR 


— 71820 








Pz[6; (a,), (), d;, ..» 4] 


9.8...3.2.1 
5 [2.3118 13312% — 252. 





Weitere Fälle sind nicht möglich, indem A—=%k--n ist. Auch hier zeigt sich 
ein Maximum. Aus (10.) hat man für den besondern Fall A=2 


212; (a,). (4,)°, d;. ... 4; 


5.3, 


— 9] 1.2.1.21.23 183340 





— (36 —1 


wie oben. 
Freiburg im Br. im Mai 1856. 
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26. 


Solution nouvelle d’un probleme fondamental de 
Geodesie. 
(Tiree des manuscrits inedils de ©. G. J. Jacobi et communiquee par M. E. Luther.) *) 


Le probleme dont je vais traiter est le suivant: 
Etant connues la longueur s d’un arc geodesique, la latitude B’ de son 
origine et son angle azimulhal 7” a ce point, determiner la latitude B" 
de l’autre extremite de l’arc, son angle azimulhal 7’ a ce second point 
et la difference en longitude de ces deux extr@mites. 
En appliquant a ce probleme les series dans lesquelles j’ai developpe les 
[onctions ellipliques on en trouve une nouvelle solution tres simple, que voici. 
L’excentrieitö du meridien lerrestre etant designe par e, on calculera 
d’abord la lalitude reduite U de l’origine de la ligne geodesique au moyen 
de la formule 


mn 


el! —= Y1—e)tgB. 
On imaginera ensuite un triangle spherique rectangle PO'O dont l’hypotenuse 


soil P—=-Z—! et l’un des angles aigus PO'O = T". On sait que, si 


l’on mene du point P a un point quelconque O0" du cöte OO’ de ce triangle, 
prolonge au besoin, un arc de grand cercle PO”, on aura toujours PO” et 
PO'O respeclivement egaux au complement de la latitude reduite d’un certain 
point de la ligne geodesique et a l’angle azimuthal de celte ligne au meme 
point. Supposons que le point 0" soit l’autre extremite de l’arc s, la marche 
que suivra notre solution, sera la suivante. 
1. On determinera la correclion Slgs ä ajouter au logariihme de larec 
geodesique s pour avoir le logarithme de l’arc de grand cercle 0'0"; 
2. On calceulera dans le triangle spherique PO'O”, dont on connail deux 


cötes PO=7z—! et O'0" et l’angle compris POO"—=n — T, le 





*) Dieser Aufsatz Jacobis sowie der darauf folgende des Herrn E. Luther sind 
bereits in den Astronomischen Nachrichten Bd. 41 pag. 210 und Bd. 42 pag. 338 abge- 
druckt worden. 
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troisieme cöte PO =. —!", l’angle PO"O'—= T"” et l’angle O'’PO", 


que je nommerai ®. On choisira pour ce calcul des formules propres 
a donner les valeurs de Ig(’—!"), Is(T’— T'), Igw exactes dans 
les septiemes decimales; 

On cherchera la correciion /w ä soustraire de » pour avoir la diffe- 
rence en longitude que je nommerai 4; 
On remontera de la difference des latitudes reduites "— 
des latitudes B’— B". 

Les caleuls du No. 2 sont ceux qu’on employerait (avec des donnees 


" a la difference 


differentes) dans l’hypothese de la Terre spherique. Ce sont les seuls calculs 
dans lesquels il faudrait pour quelques logarithmes employer des tables ä 
7 decimales. Tout le reste du calcul n’exige que l’emploi de tables a 5 de- 


cimales. 


Je vais donner ä present les formules par lesquelles on calcule les 


correclions Algs et Aw, et dans lesquelles les logarithmes sont les logarithmes 


vulgaires. 


5 


Dans le triangle rectangle PO’O, dans lequel on connait 


PO' — ZT; PO0O = T', 


on calculera au moyen des formules 


tg p' 
cos! 


cotg !’ cos T" 

cos!’ sin T" 
tg!’ 

ig! cos’ sin T' ’ 


| 


| 





dont la derniere donne une verification des deux auires, les quantites: 


0 =, Pt, 





2 
et ensuite sind au moyen de la valeur 
tol melden 
tB — a’ Igyi1—e) — 9,9985458)} 
enfin 
Igy —= Ig(a sin’ B)-+bsin’B--csin’B, 
oü 


Isa — 6,620290, 1gö—=17,16116, Ige=— 4,594. 


En designant par s l’arc mesur& divise par le rayon de l’equateur ter- 
restre et exprime en secondes, on calculera 





4. 
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lgy' 
ey — 1800" 


ou 


les +d— fg cos’ y' 


| 


\ 


le p-+gg sin 2 g" L“ hg’ sin? Ip + iq cos 2. y"” 


— 0,0014542, lg f = 0,54087 
Ig.g = 4,92541, lg h = 0.842, lgö —= 6,43 
(? est exprime en unites de la 7’ decimale). 
C’est cette valeur de Igy qu’il faudra connailre pour effectuer le caleul 
du triangle spherique PO'0", dans lequel p est le cöle 00”. On 


voit que cette valeur s’obtient en ajoutant une correclion a Igs. L’angle 
p est donn& ici en secondes. 


La valeur de lg 4w se compose de quantites connues deja par les calculs 
precedents. En effet nommant C et D les quantites deja calculees. 
C = fgecos’g', D = gg sin2y'.p" 
on aura 
lg dw — Ig(y cos!) +7,52410 —4C-+14D. 
Ayant trouve par celte formule Jw en secondes, on a la difference en 


longitude, 
, = w— Jw. 


Connaissant par le calcul du triangle PO'0” la difference des latitudes 
reduites 7 —!" — PO"—PO', on aura la difference des latitudes sur 
la Terre. 


B—B' —l— "+ ksin(!— !")cos(!-- U") +nsin2(!— !") cos2(!4 1"), 
ou 
lgk = 2,83926, len = 9.7620. 


Le probleme dont je yiens de donner une solution nouvelle a ete dans 


ces derniers temps l’objet de soins particuliers de la part de M. Gauss, qui 


en a traite dans differents memoires et en a donne plusieurs solutions. Mon 


illustre ami, M. Hansen, a calcule par les formules precedentes l’exemple qui 


sert a M. Gauss pour eclaireir la derniere de ses solutions (Untersuchungen 
über Gegenstände der höheren Geodäsie, zweite Abhandlung, Göttingen 1847 
p. 33). Je mettrai ici avec detail la partie de ce calcul qui se rapporte aux 


correclions dues ä l’elliptieite du spheroide terrestre. 


43 * 
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338 26. 
Exemple. 
lg s = 3,5349945 B' — 51'481" 9294 T' — 5" 42'21"7699 
Igtg B' — 0,1040765 Igcos T’ — 9,9978428 Ig sin 7’ = 8.9974946 
!' —= 5142’ 26”16 yp' = 38’ 19" 
lg cosy' —= 8,89562 lgsin2y' = 9,98748 lgcos2y' = 9,37 

lgtg = 1,20950 lg cos = 8,78968 
Igtg B= 1,21095 |Igsin B = 9,99918 











le (« sin’ B) = 6,61865 les— 3.,5349945 
bssin’B = 0.001444 d—= 0,0014542 
esin"B — 4 — fg cos’p' —= — 0,0008958 — — C 
lg y —= 6,62010 ey’ = 3,5355529 
ggsin2p'.p’—= 0,00001171 =D 
— hg’ sin’2p' = — 0,00000114 
iq c0s2y'.p" — 3 





lgey = 1g0'0" — 3,5355635 
Le calcul du triangle PO’Q0” donne: 








r-T = 7 075884 0 — 8’59"4065 

"—l" — 56'55"4716 #44" — 1022757" 
Igo(pcost)— 2,32524 '—_ —  56'55"4716 
7.52410 kin!—!"’)cs!N)=— 24685 
— 10 = — 0,000448 nsin2 (!—!") cos2 (MM) = — 174 
ıD= 6 B—-B' — 56529857 

le do = 9,84890 
Ao — 07062 


= w — Aw —= 8587003 
ur. Pr BEI ai (T'— ee) age 535211815 
B' = B'—(B'— B'), = 5051’ 8"9437. 


M. Gauss trouve: 


, — 8'58'"7002 
7" — 535'21”1815 
B' — 5051’ 89444. 

* E> 


ei 
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Supposons qu’en partant des m&mes donnees B’, T', s on ait calcule 
les valeurs de B”, 7, A dans l’hypoihese de la Terre purement spherique 
ei nommons ces valeurs B\, T\, 4,. Il sera curieux et ulile de connaitre 
des formules approximatives simples qui puissent servir a eslimer la grandeur 
des quantites 

B" ae Bi}; 2 Be Te, h— Au 
ou linfluence que l’ellipticit du spheroide terresire exerce sur la determination 
de B", T”, 4. Ces formules sont: 


B"—-B) = — }sin2B'.e 





sin’D' . 
T'—-T) = — 1 ——sinT’.es 

4 ? cos b! 

F ’ 2cos’B’—sin’B' . .. 

Ah —= —1 sin T’. es. 
R u cos B' 

La derniere de ces quanlil&s s’evanouit pour une latitude d’environ 54'44'. 
* * 


” 

En finissant je r&unirai les formules par lesquelles on exprime toutes les 
quantites relatives a une m&me ligne geodesique au moyen des fonctions el- 
liptiques © et H, auxquelles on a joint les fonclions 

9 (u) = O(K-—u), Hu) = H(K—. u). 
Au lieu des deux constantes qui enirent dans la determination d’une ligne 
geodesique, de l’excenlricite e et de la latitude 3 du point ou la ligne touche 
le parallele, on introduit le module % des fonctions elliptiques (ou son com- 
plement 4’) et un argument constant a, au moyen des formules 
k 














nn a N 
= (a, cosB —= k' sin am (a, k') 
ou 
iso H,(ta) Bi , ia) 
e= yo’ ee 
9,(ia) ‚ Ha) k iO (ia) 
B— vk-<— B == Yk'.—__ I wen /h iO,(a) 
vun yk H (ia) ’ RER yk iH (ia) ’ tg B } k Hia) ’ 
? etant = y—-1. On aura encore pour la latitude reduite 2 du point oü la 
ligne touche le parallele 
r . ER 1 H(ia) 
cos! —= sinam(a,k') — RA ,Ga 
nt — a/% Oki) 2 iO(ia) 
ee: - 
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Meitant pour un point quelconque de la ligne g&odesique 
y' —= am(u), 
et supposant 
N = y{H(u-+ia).H(u—ia)}, 
il viendra 


H(ia) (uw) - ı — 9a) H (uw) qı —_ Hu) 9 (u) 





























inf = 60) N ° ee 90) N’ Fu iO) Hu) 
gr __ ia) H,(u) ‚_ 60) N ‚__ a) H,(u) 
na a? Wl- A,(a) (u) = N 
. ,__ ©kia) H,(u) Pa. \.) DE ;.} ,__ 9a) H,(u) 

sind — H ia) 9 (u) ’ csB = Hia) (u) , gB = 90) N 


Pour exprimer toutes les quantites relatives au triangle spherique rectangle 
POO' par les fonctions ©, H, ©,, H,, mettons 











0oPO FAR w, 
on aura 
eur Hılia) H(w) __ Hia) H,(w) , __tH,lia). Hiu) 
le Nee Aka A nminee &r Ba 


Supposons qu’on eüt construit le triangle POO’, en prenant pour Po 


la vraie latitude B’ au lieu de la latitude reduite 2’. -Nommant /,, Yu, wu les 


valeurs que dans ce cas prendraient les quanlites /, g', w', on aura 


H(ia).9 (u) jo jun 9 (ia). H (uw) 
iH (ia). 9 (wu) BP © (ia). H,(w) 
iO (ia) H,lia) Hu) 9,(u). 
9,(ia) Hlia) lu) Hu) 
Cette derniere formule peut &tre simplifige en introduisant un module transforme. 
Enfin, nommant A la longitude du point auquel repond. la valeur 








cos!l, —= 





\ ! 
igw, —= 








p = am(w), celie longitude e&tant rapport&ee au meridien qui passe par le 
point oü la ligne geodesique touche le parallele, on aura, en supposant 
dig 9 (ia) 
Er da 


les formules remarquables 


 __. 9a) H,(u) 

u — H (ia) 9, (") 

(0) -{H(u-tia) + Hiu—ia)) 
2 H (ia) 9 (u) 

90): {H(u+ ia) — H(u—ia)) 








cosB' sin (X -+vu) — 





cosB’ cos(i'--vu) — 


2iH (ta) © (u) 
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et de plus 
ur a 
cos!’ sin(A'’+ vu) = a 
cos! cos(!’ vu) — en 


Berlin, 1849 Nov. 7. 
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27. 


C. @. J. Jacobis Ableitung der ın seinem Aufsatze: 
„Solution nouvelle d’un probleme fondamental de 


(seodesie” enthaltenen Formeln. 
(Mitgetheilt von Herrn E. Luther.) 





I. Vorstehendem habe ich einen Aufsatz Jacob?’s mitgetheilt, welcher 
eine neue Lösung einer Fundamental- Aufgabe der Geodäsie und neue geodä- 
Iische Formeln enthält. Aus den mir von Herrn Professor Lejeune - Dirichlet 
güligst anvertrauten Manuscripten Jacob?’s ist es mir gelungen des Verfassers 
Ableitung seiner Auflösung und seiner Formeln herzustellen. Dieselbe ist der 
Gegensiand der vorliegenden Abhandlung. 

Die schon von den bedeutendsten Geometern und Astronomen behan- 
delte Aufgabe, von welcher Jacobi eine neue Lösung gegeben hat, ist folgende: 

„Wenn die Länge eines geodätischen Bogens s, die Breite 2’ seines 
Anfangspunktes und das Azimulh 7’ dieses Punktes gegeben sind, die 
Breite 3” und das Azimuth 7’ seines Endpunktes, so wie den Längen- 
unterschied A beider Punkte zu finden.” 

Die von Zegendre (Analyse des triangles, traces sur la surface d’un 
spheroide, Memoires de Institut, premier semestre de 1806) aufgestellten 
transcendenten Formeln, welche die Auflösung dieser Aufgabe enthalten, sind 
bekannt. Indem Jacob: in diese Formeln statt der elliptischen Integrale die 
elliptischen Funetionen einführte und auf diese die in den „Fundamenta nova 
Iheoriae funelionum ellipticarum” enthaltenen Reihen -Entwickelungen anwen- 
dele, gelangte er in nachfolgender Weise zu seiner Auflösung dieser Aufgabe. 

Wenn man die Abplattung der Erde mit 1—y1-— ee bezeichnet, so 
dafs also nach Bessel’s letzten Bestimmungen lg e = 8.9122052079 ist, so er- 
hält man aus der Breite 3’ die reducirte Breite U durch die Formel: 


u — 


tg! —— yi _- ee.igB". 


Stellt man sich nun einen sphärischen rechtwinkeligen Triangle POO' vor, 
! und in dem der spitze Winkel POVO=-T 


2 
ist, so ist aus Legendre’s Untersuchungen bekannt, dafs, wenn man auf dem 


zT 
dessen Hypotenuse PO —=— — 








2 nie iii 


Ben 5 


2 
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gröfsten Kreis O0’ einen zweiten Punkt 0" annimmt und durch denselben 
den gröfsten Kreis PO" legt, das Complement dieses Bogens PO” und der 
Winkel PO'"O respective als die reducirte Breite !” eines andern Punktes 
der geodätischen Linie und als das Azimuth T’” dieser Linie in demselben 
Punkte angesehen werden können. Die Kenntnifs des Bogens 0'0" genügt 
daher, um durch Berechnung des sphärischen Triangels PO'0” die Gröfsen 
!' und T'” kennen zu lernen. 

Die Gröfse 0'0"” läfst sich aus dem gemessenen Bogen s der geodä- 


tischen Linie auf folgende Arl bestimmen. Es sei PO —= 5 —lund OO =yY', 


so lassen sich / und Y’' durch die Formeln 


cos!’ sin 7" = cosl 
und 
cotg!’cos T’" — tgy' 
berechnen. Setzt man nun O0” = g”, so ist der gesuchte Bogen 


00" u p" u p', 


welche Gröfse durch Auflösung der transcendenten Gleichung: 


9 


s — für. yl1—e-+esin’lcos’ 


(Legendre Exercices. on pag. 180) erhalten wird, die sich, wenn man 
tgl 
yi—e? 











— tgB und esinB = k 


setzt, auf die Form 
sin B % 
rer, — fäy.yi — k’ sin’ 
Y' 
bringen läfst, wo 4 eine bekannte Gröfse und immer kleiner als e ist. In 
diese Gleichung, welche auch 





sinB_ E , dp ie ef- sin’p.dg 
sin 2 yi — k*’sin’p J yi — k*sin’g 

















geschrieben werden kann, führe man 


st ? dp 


yi —k’sin’g 








= T, 





wo K das ganze elliptische Integral der ersten Gatiung bezeichnet, als Variabele 
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ein, und bezeichne 








p' 
sul; — durch z' 
+ yil—k’sin’p 
und 


durch =”, 








nz d p 
2K 7 yi—k?sin’p 
so dafs also 


N 2 Kr! 2 Kr" 


p = am und 9" — am ist. 








Dadurch erhält man: 


sinB Br eh, 2 2) PIE Sein’ am" dr 
sin?” 7 ” E 


x’ 


oder, wenn man die Fund. pag. 133 $.47 gegebene Formel anwendet, 


2 




















2 K sin B_ 2K ?E, u ' if sin2.x" , q’sind.x" 
2 N N Bude vi Br 
st sin?» a" gt um 2)y4 1—q? 1 1—gq° r | 
rs qsin?2 x’ q’sind.x | 
| 4 1—gq? 7 1—g° Lan 


wo E das vollständige elliptische Integral der zweiten Gattung bezeichnet. 
Die Function q wird durch die Gleichung (Fund. pag. 104 Formel 14) 


lgk = Igdyg 4446 Sir 


definirt, aus welcher man 


ey = 815 +89 124° TOR + 
und ferner 
» 
gg = le; +3 +34 test 


erhält. Zur Berechnung des Briggischen Logarithmus von g hat man dem- 


nach die Gleichung: 


levulgg — Igvulg- n-+44e sin B+44 Ae sit B-+ 2%; Ae sin’ B, 


wo A den Modul des Briggischen Systems bezeichnet, oder 
lg vulgg = Igvulg (asin’ B) + dsin’ B-+csin’ B, 





wenn 


Isa — 6,620290, Igd—=17,16116, Ige= 4,594 ist. 
Vernachlässigt man in der Gleichung (1.) die dritten und höheren 
Potenzen von g und bezeichnet z"— x’ durch x und 4(=”--.x’) durch X, 


a RR 








BA RBENN. < VEESNEEEREN EN 


DENE LER 











Bu a TEE 
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so erhält man: 


2K sinB K 
K sin SH a Sysinzcos2 X + Sy’ sin 2x cos4.Ä 


en SS = 
rz sinl st 





und, wenn man berücksichtigt, dafs für einen gemessenen Bogen x eine kleine 
Gröfse sein wird, 


2K sinD 2K 2E 
(2.) gt Ede en 


Es ist aber nach Fund. pag. 110 und 111: 


s E | 3 | 
e)-55 = er et et) 


= 83 (IP +2 AP +8 +} 
und nach Fund. pag. 106 Formel 34: 
2%K u 2 ‘ 4p ) 
—) —= 1488 pH P +3? +3? +3’ +} 


wo p die ungeraden Zahlen und Y(p) die Summe der Factoren von » be- 
zeichnet. Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich durch Subtraction: 


2K 2E „Rs 0 4p 
n 1482 (Dt? — P—59”— 
1489 — 84324 — --- 


und, wenn man nur die beiden ersten Glieder berücksichtigt, (in den 12 er- 








342° cos2 X +16g° cos4Ä |. 








| 


| 


“ sten Decimalstellen genau) 





2K 2E i 
Substituirt man diese Formel in die Gleichung (2.). so erhält man: 
KR, — 2f148g0052X— $ga? cos2X + 84° 169° c0sAk), 


aus welcher mit derselben Annäherung folgt: 


Me ee s) — Igx-+ 84 cos2 X — 4y.r? cos2 X — 84°. 


sin / 





Subtrahirt man von dieser Gleichung 
&K __ F 
(Fund. pag. 105 Formel 16), so erhält man: 





(3.) Ig ( nn s) — Igz — 49 +8gcos2 X — 44.” cos2 X — Ay’. 
44 * 


sin / 
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k ' R k? a k’(1—e? 
Da sind =—, so ist gB=-—; also = und folg- 
ch in RE Se 
lich sin’ /- Fa Mithin ist any — Inge, woraus folgt: 
sin D 
Is ind °Y1. „ris iR 





Es ist aber mach Fund. pag. 104 Formel 15: 











lg V FR 2:5 RR ne 84 -— F g' 
also 
sin B 1 „2 
sin se Ig yi—e® TE 


Substituirt man diese Gleichung in die Gleichung (3.), indem man 


1 r a 
7 durch & bezeichnet, so erhält man: 
yi—e* 
legs = Ige — 8: 4 44 + Sgcos2X — 442° c0s2 X -— 4g’ 


oder 


(4) ige = Igs +8 — 44 —8g cos2X-+ 4y.r’ cos2 X +44}. 


Nach Fund. pag. 102 Formel 24 ist: 


ı__um2Ke \., , Aysinde  Rg’sindr' 
E Teidereliennd aba L 2(1+4°) r 


oder, wenn man die Glieder, welche die dritte und höhere Potenzen von y 
enthalten, vernachlässigt, 


pp == x" +2gsin?r' + g'sindx. 











Ebenso erhält man: 
p" 2" --2gsin2x="-- g’sin dr" 


\ 


und folglich: 
g"—y —=r"— 7’ --4gsin(2"—x')cos(e" +2) +2 sin2(2"—z')cos2(2" +), 
oder mit der aan eingeführten Bezeichnung: 
g"—y' = x -+4gsinz cos2X--2g’sin?x cos4X. 
Vernachläfsigt man in dieser Gleichung 31; 92° und $g’x? (g ist im ungünstig- 
sten Falle <s35 und 2 << z!5), so wird aus derselben: 
g"—yp' —= z{1--4g cos2X — 3gx’cos2X- Ay’cos4X} 


und mit derselben Annäherung: 
Ig(p"—y') —= lg + 4g c0s2 X — 340° cos2 X — Ag}. 
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Substituirt man nun in diese Gleichung die Gleichung (4A.), so erhält man: 


Er lg(p"—y') = Igs +8 — Ag — 4y cos2 A -+ 34x” cos? X 
lg(p"— gy') = Igs+ ee — 84 cos? K-+ 342° cos2Ä. 

Zur Berechnung von p’— y' aus dieser Gleichung ist es zulässig slalt 
x und X Näherungswerthe zu setzen. Bezeichnet man 9"— y' durch y und 
4(p"-+g') durch $, so kann man 

p stall 

und $—24sin2P statt X setzen. 

Diese letzte Substitution erhält man aus den Gleichungen: 

p = x’ +2 sin? 

p' —= z2"42gsin?r", 
welche durch Umkehrung 


x' 


x" 


| 


gp' — 2g sin2y' 


\ 


p"— 2ysin2p", 
also X—= b— 24sin2Pcosp oder näherungsweise 
X —= $b— 2gsin2b 
ergeben. Alsdann ist: 
cos X — cos$P-+2ygsin2Psin$ 


— cos$(1-+ 4gsin’$) 
also 
co A — cos®’$b(1-8g sin’$) 


— cos’P-- 2q sin’ 2b 
und folglich: 


sp = Igs +8 — 8g cos’b -- 34’ cos2b — 164° sin?2. 
Um aus dieser Gleichung 9 zu finden, berechnet man zuerst einen Näherungs- 
werth g' von @ durch die Gleichung: 
lgp' —= Igs-+ 8 — 84 cos? y' 
und setzt p'-+-4y” statt D, und Y” statt 9. Alsdann wird 


— 8gco’b — — 8g cos’p'-+ 24 cos 2y'.y” 4-4g sin 2y' .g", 
+3gp’cos2b — +34 c052y'.p”, 
— 164’ si 2 — — 169° sin?2Y' 


und folglich: 
Igp = Igp’+ 4gsin2yp'. p’ — 16g° sin? 2y'-+ 34 cos2yp'.p". 
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Zur Berechnung des Briggischen Logarithmus von p hat man dem- 
nach die Gleichungen: 


A — Igvulgs+ As — 84Ag cos’ 
le vulgy nn — le vulggp- I 1 — 2 ysin2p. p "—16Ag’ sin” 2'418 8 7 A ycos2p' p"” 


wo r — 206264”8 ist, oder die Gleichungen: 


Isvulgp’ = Igvulgs + d — fgcos’ y’ 
Ievulgy — Igvulggp’ + 9g sin2p'.p" — hg? sin? 2p'-4- ig cos2yp'.p", 
wo £ 
d —= 0,0014542, lef = 0,54087 
leg = 4,92541. leh —= 0,842, lg: = 6,43— 17 


ist. 
Zur Bestimmung des Längenunterschiedes 4 der beiden Endpunkte des 
Bogens s hal man die Gleichung: 





ca auf _e en lcos’p dy | 
1—sin’lcos’p 


(Legendre Exercices pag. 180), welche sich mit Berücksichtigung der Gleichung: 


tgl 
Y1— ee . ” 











auf die Form: 


a "Vi—k?sin:p d 
6? DAR, N n sinB „. Irtg*lsin’g 








bringen läfst. Aus den Gleichungen: 








esnB — k 
und 
te BD te 1 
v1— ee 
ergiebt sich 
2 k? 
u. 


sin?2+ k? cos?!” 
also 





sind = ei — ysin’!+ A? cos’! 


Substituirt man diesen Werth von sind in die Gleichung (5.), so erhält man: 





9" 
cotg/ yi—k?sin’p 





(6.) 








ui: Ysin?/+k?cos?2,J eotg’l-+sin’p 
gi 











27. E. Luther, Jacobi's Ableitung seiner geodätischen Formeln. 349 


In diese Gleichung führe man 


gi dp u 
yi— h?sin?p 


0 








als neue Variable ein, so dafs also 
(7) 9 amu 
ist. und setze 
zo — aml(a,k), 
wenn k —= Y„1—% ist. Alsdann ist: 
cotg! = Igam/a, Ä') 


und da. wenn man Y—-1==ö setzt, nach Fund. pag. 34 Formel 1. 


tgam/a,k') — = sinam (da) 
ist, so folgt: 
(8) colel = —-sinam (ia). 
Ferner ist: 
sin’! Mcos?l! —= YI—k”cos®! — yl— k”sin’am(a, k'), 
welche Gröfse, wie gebräuchlich ist, mit fam(a,%k') bezeichnet wird. so 


dafs also 














ysin?!- k?cos’! —= Aam (a,k'). 
Es ist aber nach Fund. pag. 34 Formel 2 und 4 











Aam (a, k') Ben u (ia) 
os am (ta) 
und folglich 
-. ge Jam (ia) 
(9)  ysin/+A’cos’! — a 


Substituirt man die Gleichungen (7.), (8.) und (9.) in die Gleichung (6.). so 
erhält man: 


zur 











. 1 sinam (ia) cosam (ia) I am (u).du 
ae Akte: i 4 am (ia) 4 sin*am («) — sin? am (ja) " 
wo 
y' 4 
J- 7 = durch «' 
/ v1—k*’sinp 
und 
op" 








J- do durch «” 
yi—k?sinp? 
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bezeichnet ist. In die Gleichung (10.) lassen sich die elliptischen Functionen 
9 und 7, wie folgt, einführen. Nach Fund. pag. 173 Formel 1 ist: 

1 Hu) 

Yyk (u) 

4 Hl) 

vk O(ia) ’ 


sinam(u) — 


sinam (2a) — 


also 
PT Ag .H’ (u) 
AI amı u, > 1 ui. . 9°: (u) ’ 
en H° (ia) i 
A’ am (24) = 1 — ia) 


Hieraus folgt: 


FP (u) 9 (ia) — H *(ia) O° (u) 
9° (ia) 9° (1) 


und, wenn man Fund. pag. 175 Formel 21 benutzt, 


k9' (0) H(u-+ia) H(u— ia) 


Sam (ia) — JSam(u) —= k 





Sam (da) — Sam(u) = 








° (u) O*(ia) 
Es ist aber nach Fund. pag. 173 Formel 1: 
7? ia) cum ‚9*(ia+K) 
SP am(ta) —= k 9a) 


oder, wenn man ©(ia- K) durch © (2a) bezeichnet. 


en 9, (ia) 
SR am(ia) —= k an 


und folglich: 


_ Fam(u) k 9*(0) Hiu-+ia) Hu—ia) 
4”am (ia) — For u I, (ia) 








Nimmt man von beiden Seiten dieser Gleichung die Logarithmen und differen- 
zirt alsdann in Bezug auf «, so erhält man: 














— 2ik*”sinam(ia) cosam (ia) J’am(«) IH (u-+ia) i H'(u— ia) 210! (ia) 
Aam(ia) | Aamliaa)— A am(u)} Hfutia) Hfiu—ia) lie) ° 
oder 
2sinam (ia) cos am ()«) A’ am (u) 
:d am(i«) (sin? am («)— sin*am(ia)) 


Bes H'(u+ia) H'(u—ia) 20/(ia) 
er, H (u-+ia) Hiu—ia) 9 (ia) 





wenn man _— durch H’/u) und u ) durch 0’(w) bezeichnet. 
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Substituirt man diese Gleichung in die Gleichung (10.), so erhält man: 


u u’! 














. (MH (u-+ia) . Hw—ia) | ; (ia) fü 
_— 4 — / n are 
| . 2" Hiu-ria) ii Huie) ® ‚(ta). du 
oder, wenn man die Integration ausführt und 
9’ (ia) 
9,0) durch » 


bezeichnet. 


., FHlia-+ u") .,_ FHlia+w) 
a: er 
(11.) ARE H ia — u") zel H(ia— u!) 


Nach Fund. pag. 173 Formel 1 ist: 
lgH(u) = Ig|yk.sinam (u). 9(u)}. 
Da aber nach Fund. pag. 99 Formel 6 


" ! 


u). 








— (u 


lg(yk.sinam«) —= 1e2yy --Igsine +2 
und nach Fund. pag. 145 


4 
12) Ki) Const— 247 L nr Feel, 





r 


2K. ' 
wenn u— —- gesetzt ist, so folgt: 








’ cos2 *cos4.r % 
IgH(u) = Const-+Igsin ze — JER.. n + 7 da) hei, 
Führt man diese Entwickelung in die Ania (11.) ein, indem man 


2K.a' 23h" ir 
u — ... und a setzt und diejenigen Glieder, welche 











die vierte und höhere Potenzen von g enthalten, vernachlässigt, so wird: 


sin ve+x")sinie—.ı') ?2Kv, „ ' 
er TTuprmer -—  — (re? —r) 
sin ((e — x") sin (ie + .x') B \ 


+1:9° {6052 (de + 2") + 6082 (i— 2’) — 0082 (in — 2") — 0082 (ie-+ =’) 





ı = 4ilg 


oder, wenn man, wie schon oben geschehen ist, 2" — x’ = x und 4 (2”"+2')=X 








seizt, 
Au ga tg! 2hv 4 2. grc 
(13.) 4 = aretg gie reig Igie „— 7 — 7g’sin2ia sinzcos2Ä. 
Da © (ia) = O(ta-+ bad (ie+3)\ ist, so erhält man, wenn man in 


die Gleichung (12.), ic+5 statt x setzt, 








lg 0 (a) = Const - are _ q 2 IE \ 


1—gq’ 2(1—q‘) 
Journal f. d.M. Bd. LIII. Heft 4. 45 
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und durch Differenziation dieser Gleichung in Bezug auf «, mit Berücksichti- 
dlgO,(ia) _2KiO/lia) _2Kv 








gung der Gleichung 


va." ww eamı. 
2hv Be A; 2 q’sindia |, | 
We RR 0 


oder, wenn man die Glieder, welche die dritte und höbere Potenzen von y 
enthalten, vernachlässigt, 


„sin die 





2Kv sin ia 
gg nah Far nd. 4 f 


Diese Formel, in die Gleichung (13.) substituirt, ergiebt 


; ste x" tto.x! sin 2a 
(14) 4= arcig ee 2 4——ıL 





„sin dia 4 „sin Fa 


| 2 An? 1 2, 
ah Auer Brake A sinxcos2Ä. 








Führt man statt der Gröfse « einen Winkel A ein, welcher durch die Gleichung: 














u 1 
— Igcotg4A 
definirt wird, so ist: 
1 sin’ to ie 
sin A ’ b 
sin 23a 2cosA . 1-+-cos” A 
2 = nn, cos22a = zug) . 
/ sın A sin” A 


Substituirt man diese verschiedenen Ausdrücke in die Gleichung (14.) und 
setzt in das letzte Glied, welches g’ enthält, & statt sine, so wird: 











tg x" ig.x' cos Ä 
(15.) A arcig a rag SE 
a 2(1--.cos’A) 
TI nA 2 Bi ing c0s2X| 


Um den Werth des Winkels A zu finden, hat man die Gleichung: 


7t j f 


also > —l=tgam(a,k') — }tg’am (a, k')--4ig’am(a, k') — --- 
Da aber nach Fund. pag. 34 Formel 1 














igam (a, k') Eu (ta) 
so ist: 
st sin am (i«) sin°’am (ia) sin? am (ia) 
u; Tm-ems 3 7 3 ; + 3 : + = 
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also 
ku SR. 1, 1-+sinam (ia) 
2 — 587 _- sinam (a) 
oder 
4 1+sinam —@ 
7 .1= PZ Ig 2hie 
1 —sinam = 


Benutzt man zur Entwickelung dieser Gleichung Fund. pag. 99 Formel 9, so 
erhält man: 








ze _ 41,_41-+sinie | 4 > _ 1’ sin dia 


un ia Ei ' > ae ’ 
2 | 2i 81 _ sinie 3: 1—ygy 3a | 


oder, wenn die Glieder, welche die dritte und höhere Potenzen von y ent- 
halten, vernachlässigt werden: 


I 1+sinie 
5-1 gi tr Bu 

Se 1-HicotgA 

nee a Ba 1: Bar oo 


sin 2« 














—A+ 7 eotg A 
und folglich: 





ei 49 
I—=A— 1 WG B- 


Nun kann man aber statt dieser Formel, um A mit genügender Schärfe zu 
berechnen, setzen: 

= A—4gecotigA, 
oder 

(16) A = !-+4gootgl. 

Eine andere bemerkenswerthe Formel zur Berechnung von A findet man aus 
der schon oben aufgestellten Gleichung: 

e — 2 

7 sin?l!+k*cos?! 


k 
1 —hsin?(Z _ !) 


1 —k'*"sin’am(a, K') 
k? 
op J*’am(a, k') 














45 * 
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also 
r 1—A"sin’am (a, k') — k® __. k'?cos*’am (a, k') 
= J”am(a, k') dam, ° 








oder nach Fund. pag. 34 Formel 4: 
k'? 


BT . 
sb AI” am (ia) 





Aus dieser Gleichung folgt: 


‚Sam (2a) 
h' 


oder, wenn man die Entwickelungen Fund. pag. 99 Formel 8 und pag. 104 
Formel 15 benutzt, 





e—= —4lg(1—e) —= lg 


0 nn = re ! | 
Ta tan tt 


Vernachlässigt man u die Inga welche die dritte und höhere Potenzen 
von y enthalten, so bekommt man die Gleichung: 








€Ee = 


— 4gcos2ia+4y = 8gcos’ia 


oder 
nu 
(1) we am 
welche die zur Berechnung von A in den neun ersten Decimalstellen genaue 
Formel: 
sinA=- 3 
ergiebt. 


Macht man von dieser Formel Gebrauch. so erhält man aus Glei- 
chung (15.) für A die Gleichung: 





; tg.x"" tg.x' ö 
(18) 3 = aralg =: ERBEN SE ecos Ar {1— 42-429 --gcos2 X}. 


Durch Berechnung des Dreiecks PO’0" nach einer zweckmäfsigen 
Methode (G@au/s, Untersuchungen über Gegenstände der höheren Geodäsie, 
Göttingen 1844, pag. 32) wird man gleichzeitig mit ’—!” und T’— T” den 


Winkel PO" —w erhalten. Die Correction, welche von dem Winkel w 
zu subtrahiren ist, um A zu geben, sei dw. Die Bestimmung dieser Correction 
4w erhält man auf folgendem Wege. — Es sei 


0PO=w und O"PO = w". 


Alsdann ist: 
cos! _ sinam(a, 4’) 








cotgw' — 


go ° tgam(w) 
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und nach Fund. pag. 34 Formel 1 


isınam (a, Ä') 











u sinam (iu, k') ? 
folglich 
AR Be, 2 ir k’') — sinam(a, k') 
2 2: ° sinam (iu, k')-+ sinam (a, k') 
oder 
. SASER 1 sinam 4 (iu +a) +4 (iu — a), k'} — sin am | 4 (iu -Ha) — (iu — a), k'} 
2 — 355 5inam lie +a)+3 (ie —a), hk'Y + sinam | (iu + a) — 4 (ie — a) ,K'\ 


Wendet man auf diese Gleichung die Subtractions- und Additions- Formel 
(Fund. pag. 32 Formel 4 und 1) an, so wird: 





RS ER: 1 „sinam | 3 (iu —a), h'ycosamız(u + a), h') Jamız(iu' + a), h} 
2 2: ? sinam{&(i«+ a), h}cosam|4 (ie — a), k'} 1am (iu — a), h' 
. ' ! a 
1, tgamizliu'—a) 2 ı Jam {lt u), h' 





7% > tgamfstie'ta),h'} Iam |y(iu'— a), h'\ 


oder, nach Fund. pag. 34 Formel 3 und 4, 

















AR FE 1 | sinam 4 (w+ ia) cosam& (n'+ iu) 1 (.,. Sin am 3 (u —ia) cosamy (m —ia), 
2 5 5 Iam$(w+ iu) 7 Jam}(n’— ia) 
Entwickelt man diesen Ausdruck nach Fund. pag. 99 Formel 6, 7 und 8, so wird: 
ra _,r __ 1, ,5in(e’+ia) | g*cos2(a’+ie) , gtcosd(a'+ie) , 
(19.) 2 ne 2i Ar re — ia) i(1+ 4°) 2i(1+9°) 
g’cos2(z’—iea) g’cosd(r’—ia) 
(17°) 2144‘) 


Diese Entwickelung erhält man auf kürzerem Wege durch Anwendung 
er Legendre’schen Transformation der zweiten Ordnung, indem man den 


1 £ . > / . 
Ausdruck 51g sinam (+ ia) — Zgsinam (w’— ia), nach Fund. pag. 99 For- 
mel 6. in die Reihe 
| sin (x’ + ie) e geos2(xz’-Hie) , q En r' tie) 

















Pr S sin(2’—ie) :(1+49) ; (1-+q°) 
__geos2(d—ie) Numeg 
ii+M zi(l+7f) 


entwickelt und alsdann g° statt g setzt. 
Fe ra man in der Gleichung (19.): 
ı ; 1. sin (’ + ie) AraN q’ 








— () m 


id jasindw'-t...) 
5 3 ia ie) sin 2ie sin2x’+ 5 — er 5 sin da sin Aa’ + ++ -| 


1+gq° 


die Glieder, welche die vierte und höhere Potenzen von y enthalten, so wird: 
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logie 4q’ cosA 














zı / ‘ 4 
— — oo — arcte- — > — n2r 
2 "itgaet A1+g* sin’A 
cos A 4q? . 
— arcig — —T_ os A sin?x' 


ig.’ sin’ A 
oder wenn man die Gleichung (17.) benutzt, 


sc  _. tg .r! at 
5-0 — Zzrmaeigo; —regeosAsin?r. 


n 





Ebenso erhält man: 








‚M ; 
> — 0’ — T — arcig — LegcosAsin2x” ı 
und folglich 
nt Dt ee Bar; arcte gr" +4egcosA (sin2x”— sin2x') 
> cosA > cosA 3 \r ; 


Da sin2r"— sin2xr’ —2sinxcos?2Ä, also näherungsweise 


sin2x2" — sin?x’ —= 2rcos2X 


ist. so wird 








— arcıg I _ arctg 7 + 89% cos A cos2Ä. 
ur Sa N os mr, 


Substituirt man diese Gleichung in die Gleichung (18.), so erhält man 

Ivo —= excosAj1—42+24--2g9c0s2 X} 
oder 

Io —= excosAj1—4e-+4gcos’ A} 
oder endlich, wenn man, wie bisher, &°q in den Gliedern, die s oder z ent- 
halten, vernachlässigt. 

Av — (e—4e)rcosA(l1+4gco®’ X). 
Nach Gleichung (16.) ist: 
A = I--4gcotgl 


also 


| 


cos A cos(l+4gcotg!) 
(1— 4g) cos! 
und folglich wird die gesuchte Correction: 


do —= (e—4E)xcos!(1— 4Agsin’ X) 


und 


le dw 


lg je — 48) cosl} — 4g sin?’ X. 


| 
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Setzt man in diese Gleichung näherungsweise 
2 = p— 24 (sin2p" — sin2') 
— p—4gypcos?2P 
— o(1—4gcos?2P) 


also 
lex —= Igp — 4ycos?2$ 
und 
= P, 
so wird: 


gdw — Ig(pecost)-- Ig(e — te) — Agcos2Pb — 4ysin’ p 
— Is(pecost!)-+Ig(e — 48) —4gcos Pb 
und, wenn man P= g'--4’ setzt, 
(20.) Igdwo = Ig(p cost) --Ig(e— 48) — 4(8y cos’y')- 4 (Ayp'sin2y'). 
Zur Berechnung des Briggischen Logarithmus von Jw hat man demnach die 


Gleichung: 
lg vulg dw 


— Ig vulg(p cos!) +Ig vulg(e— 4) — 4(8Agcos’y') +4 (4 = gsin2gp'. p") 


oder mit einer schon oben gebrauchten Bezeichnung 
lgvulg dw —= Igvulg(p cos!) + 7,52410 — 4 fg cos’gp' + 4ygsin’gp'.y 
oder endlich, wenn man 
fyceosp' —=Ü und gysin’p'y’— D 
seizi, 
Igvulg dw —= Igvulg(pcos!)- 7,52410 — 4CÜ-+}D. 

Es ist jetzt noch die Formel abzuleiten, durch welche man aus der 

reducirten Breite Z” die Breite B” oder aus der Gröfse !’—!" die Gröfse 


B'— BD" erhält. 
Aus der Gleichung: 























, tg!’ 
oB — —-. 
5 yi—ee 
ergiebt sich die bekannte Gleichung: 
I VR u; el rd gr 
B-I = Ä sin2!--1 sin4l!’ +1 GL Asa 
1+ y1—cee LE. 1 + yi1— ee 13 1+y1— ee spe 





, gern yi — ee 





Entwickelt man in eine Reihe, so erhält man 





1+y1—ee 
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1 e? ® 3 e* ® 3 5 es L 3.5.48 eö | 
ATI TEE Tan 
und. wenn man !e—= — lg y1—e’ in eine Reihe entwickelt. 


te +4 + se + se + 
Beide Reihen weichen erst in Gliedern, welche die sechste und höhere Poten- 
zen von e enthalten. von einander ab. Ihr Unterschied ist nämlich 
tzetrise + 
Es kann dalıer 
1— Y1— ee 
1+y1— ee 


geselzt werden, und man erhält: 


(21) BD—l = %ssin2!’ +48 sindl’-- „,esin6l'— +-- 


I 





De 
ie 2) 


Ebenso wird: 
(22) B’—U = 4esin?!"+4e sin AM" „yEsin6l"-+ --- 
Subtrahirt man die untere Gleichung von der obern, so wird: 
B—B'" — !—l"-.sin("—!")cos(!+1")4+ 418 sind —I")cos2(!+HM)-+ + 
oder, in Secunden ausgedrückt, 
B—B" — !—l"-ksin(!!—l")cos(!’ +") --nsin2(!’— Ü)cos2&(U’- 1"), 
wo lgk = Igre = 2,83926 und Ign = Ig} re = 9,7620 ist. 


* %* 
* 


Einfache Formeln, um den Einflufs der Elliptieität des Erdmeridians 
auf die berechneten Winkel 7”, B’”, A annähernd schätzen zu können, erhält 
man durch die folgenden Betrachtungen. 


Man stelle sich einen sphärischen Triangel vor, der die Seiten s und 
>—B, und den von ihnen eingeschlossenen Winkel 180’ — 7’ habe. Die 


dritte Seite sei >—B; und die den Seiten s und >—B gegenüberliegen- 
09 


den Winkel seien respective 4, und 7%. Diese Winkel >—Bi 4, und TY 


2. . - 7ı " . . ® 
würden die Werthe von —— BD”, A und T’” sein, wenn die Erde eine Kugel 


we 


wäre. Setzt man 


B'—=Bi44B, T-T4M, 1 htSh 
so sind JB), IT). 4%, die Correctionen, welche den Werthen B). T}. 4 


09 





er 
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wegen der Eillipticität der Erde hinzuzufügen sind. Setzt man ferner: 
pp=s-+dls !—= B'-+0öB 
ww — Aut dh, "= B, -+0JB,, 
so sind d4,, IB, und AT" die Correctionen, welche von w, !” und 7” zu 
>- 
Hülfstriangels in s und >—-B übergehen, den Winkel 180° — 7" aber un- 


subtrahiren sind, wenn man die beiden Seiten p und !' des sphärischen 


geändert läfst, und es werden: 


Ay = dl — (w—A) 
AB) = dB — ("— B’) 
sein. 
Aus der Gleichung zur Berechnung von erhält man näherungsweise: 
lgp = Igs+e — 8gco®’ X 
also 
= s(l+2.— 8gcos’Ä) 
ds —= s(e—8gycos’Ä). 


Setzt man in diese Gleichung die Näherungswerthe: 
e — 1e 
84 = 4k”— 4e’sin’B oder — 4e sin’! 
und cos’ X = cos’}(p'-+g") oder = cos’Y', 
so erhält man: 


ds = 4e’s(1— sin?lcos’Y') 
ds —= 4e’scos’!' 

oder 
ds — 4e’scos’B'. 


Aus der Gleichung (21.) erhält man die Näherungsformel: 
oöB' = — te sin2B'. 
Die Gleichung (20.) giebt: 
w—A —= spcosl oder w—A —= 4e’scosB’sin T' 
und endlich die Gleichung (22.): 
"—B" = —1esin2B'. 


Die bekannten Differentialformeln für einen sphärischen Triangel, dessen 
Seiten durch «, ß, y und dessen Winkel durch A, B, I' bezeichnet, und in 
Journal f. d.M. Bd. LIIl. Heft 4. 46 
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welchem die Seiten # und y variabel, der eingeschlossene Winkel 4 aber 
constant gesetzt werden, sind: 


de — cos I!’d-- cos Bdy 

















sin Z' sin. B 
“bb = sin «& I a 
AR sin Z alle ’ 
dl = — — dB oe dy. 
Setzt man in diese Gleichungen: 
o—_—.—!' BP=Zz—t vy=p 
A=n—T B= T' !’=o 
da - Me. rer 
dA — 0 dB — — AT, dl! —= — di, i 
so erhält man: h 
OB) = coswdB’' — cos T"ds 
m. JE sin ‚ sin T" 
1, = cost" — colg!" 2 { 
1 7 sin @ B' rd 
I = colgm® E 


Vernachlässigt man in diesen Gleichungen die Glieder von der Ordnung s’ 
in den Coefficienten von OB’ und von der Ordnung s in den Coefficienten 
von ds, so kann man statt 7” und !” respective 7’ und B’, und ferner 


und cosw==]1 setzen. Dadurch erhält man: 








oB) = (dB — cosT’ds 
sin T’ sin T’ 
AT; = - 98 1 
| cos’B cotg B 
sin T'sin B’ sin T’ 
dl, == 7 söB’ + — ds 
cos’B cosB 
und, wenn man für dB’ und ds die oben gefundenen Werthe setzt, 
OB) = — t4esin2B’ — 1e’scos’ B’ cos T’ 
sin® B' 
AT! — ies sin T' 
a „.cos®’B'’—sin’B' . 
Oh, = des — nT' 
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und folglich: 





AB) = — Le’scos’B’ cos T’ 
„sin’BD . 
AT! — Les Sog Sin T' 
2 .„ sin?’D' 
Ai, = —4e's- Sin T. 


Diese den Einflufs der Elliptieität der Erde auf die Gröfsen B”, T", 
;, richtig ergebenden Näherungs- Formeln weichen von den Jacobischen 
pag. 339 dieses Bandes gegebenen ab. welche Abweichung wohl in kleinen 
Rechnungsfehlern ihren Grund hat. 


”* * 
* 


Um schliefslich die sämmtlichen Gröfsen, welche bei der geodätischen 
Linie in Betracht kommen, durch die elliptischen Functionen ©, H, 9 und H, 
auszudrücken. wenn 
9(u) = O(K—u) und H(w) = H(K-—. u) 
ist. werden statt der beiden Constanten, der Excentricität e und der Breite B 
des Punktes, in welchem die geodätische Linie auf dem Meridian senkrecht 
steht, der Modul % der ellipiischen Functionen (oder sein Complement A’) 
und das Argument « als Constante mittelst der Gleichungen: 


k ’ . 
e — cosB — Xk'sinam/a,k' 
Jam(a,k')” 





eingeführt. 
Alsdann ist nach Fund. pag. 34 Formel 5: 


e — ksincoam (2a,k) —= ksinam(K — oa, k). 
also nach Fund. pag. 173 Formel 1: 


H (ia) 


e — yk. 9, (ia) 





und folglich 





de — Y9,Ga) — kH'(a) 
J,(ta) 





also nach Fund. pag. 173 Formel 1: 

9 (ia) 
/ R- . 
‚R O,(a) 





Ferner ist: 





Jam(ia) — y/k ©,(ia) 
H,(ia) (ia) 
46 * 


sinB = Jam(a,k) — 


cosam (ia) 
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BE er i yh'" Hlia) 
cosB —= K'sinam(a,k) —= tgam(ia) = Ha) | 
'k iO iO.) h 
und tgB —= \r Alia) 
Aus dieser Gleichung folgt: 
gl = \1—eteB — a 
; vk.iO (ia) k Okia) 
| l — u Ef are 
u YH°(ia)— kO*(ia) k' H,(ia) y 
und cos! — — F(e) . 





Yh' iH,(ia) 


Nach den Formeln fürs rechtwinklige sphärische Dreieck ist: 





sin! — sinlcosg’ 
oT" — cotg/ 
Selling sing’ 
BR Igp' 
rc cosd 


Seizt man in diese Gleichungen y' —=am(u), so wird: 
/k O(ia) O(tia) Hu) 














y 

sind = Ye) am (u) — H,ta) ©(u) 

or 1 Ha) 1 __ Hia) O(u) 

7 7 7ki9(da)sinam(u)  19(la) Hin) 
REAL ‚HH, (ia) iM, (ia) H(u) 

gay a smile) = Hla) H,u) 


Aus diesen Gleichungen ergiebt sich: 
YH}’ (ia) 9°(u) — ©*(ia) H,’(u) 
































a H,(a)O (u) 
Il — &(ia) H, (u) 
yH,’(ia) O’(u) — ©? (ia) H,*(u) 
Pe PR H(ia) 9 (u) 
YH’ (ia) 9°’ (u)— ©? (ia) H*(u) 
(23.) Ba iO (ia) H (u) 
Y H’(ia)O’(u) — ©?(ia) H?(u) 
er iH,(ia) H(u) 
YH*(ia) Hu) — H,*(ia) H’(w) 
BRETT VIREN FH (ia) H,(u) 








YFr (a) Hr (u) — APGa) Au) 
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Nach Fund. pag. 173 Formel 1 ist: 
tk (a) — H'(w)). 


Hu) — 


Hieraus folgt: 


H’(ta) (u) — {KO (ia) & (u) — H’(ta) O' (u) } 


(a) Au) = 


17 [%6* (ia) &*(u) — ©*(ia) H’(w)) 


B° (ia) H}(u) = 77 {kH* (ia) & (u) — H° (ia) H° (u) 
H}(a)H°(u) = {KO (ia) H° (u) — H°(ia) H’(u)}, 
also H/ (ta) (u) — O’(ia) H’(u) = IH (u) 6 (ia) — HH? (ta) 0° (u)! 


H?(ia) H}(u) — H?(ia) H° (u) _— — 5 {H°(w) 6 (1a) — H’(ia) O’(u)}: 


/ 


cos!’ — 





tg U’ — 


sin T’ 


(24.) 
csT' — 


sin w' = 


cos w' _— 


Substituirt man diese Formeln in die Gleichungen (23.), so wird: 





YA’(u) 9°” (ia)— H’ (ia) 9°’ (u) 
yk'.H,(ia)O (uw) 
vk'.O(ia) H,(w) 

y H*(u) ©* (ia) — H’(ia) 9°*(«) 

H (ia) 9 (uw) 
iy H*u) 9°ia) — H’ (ia) 9*(u) 
&(ta) H (u) 

yH*(u) 9° (ia) — H*(ia) 9*(u) 

yk H,(ia) H (u) 

yk'y.H? (u) 9° (ia) — H*(ia) 9°(w) 
yk H(ia) H (uw) 

iyk' YH*?(u) 9 (ia) — H*(ia) ln) 



































Da nun nach Fund. pag. 175 Formel 21 
HP’ (u) 0° (1a) — O’(u) H’(ta) = 0°(0)H(u-ia) Hu— ia), 





so ist, wenn man yH(u--:a) H(u—ia)— N setzt, 





yH’(u) O' (ia) 


— (u) H’(ia) = 0(0)N. 


Ferner ist nach Fund. pag. 173 Formel 2: 
90) 
vr 

und Vs -0(0) 





— 0,0) 
H,(0). 
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Substituirt man diese Formeln in die Gleichungen (24.). so wird: 


9,0) N © (ia) ) Hu) 


08!" —  — ; — 
ns FH (ia) (u) ig 1) (0) N 


. Hhlia) ku) Y Ita 
RE a) Iku), u Oia) Hfu) 




















ee) en Zn 00) N ' 
2.5 r __. Hfia) H,(w) { 
tee. = Wer a zusee 7° lee "ara | 


Setzt man in die Gleichung 





tg /' ä 
tg B' zum g & 
v1—e’ 2 


für tel’ und y1— e* die gefundenen Ausdrücke. so erhält man: 
9,(ia) H,(u) 

















ee 7 us u 
also 
sinB' — G,(ta) FH ,(w) As 9,(a) H (u) 
’o'0)N’+9} (ia) Hu) H,(via)9 (w) 
und 
‚ 9(0)N 
ER, om ; 


Denkt man sich den Triangel PO0O’ so construirt, dafs > PO nicht 
gleich der reducirten Breite Z’, sondern gleich der wahren Breite B’ ist, und 
bezeichnet man durch /,. g,, ©, die Werthe, welche unter dieser Voraus- 
setzung die Gröfsen /, g', ® annehmen, so wird 











in H (ia) © (0) 
NS — | } =— 
cos /, cosB’sin I :H (ia) (uw) 
22 "a, a H (u) 
tel, = cotgB’cosT' — 9,(ia) Hu) 
ct a T' __ i®ia) H,(ia) ‚HAW)Odu) 
Ar Tin Ta) Ali) u)HAlu) 


Bezeichnet man endlich mit 4 die Länge des Punktes, welchem der 
Werth 9 = 
zählt wird, auf welchem die geodälische Linie senkrecht steht, so erhält man 





am(w) entspricht, wenn diese Länge von dem Meridian an ge- 


aus Formel (11.). indem «’—= u und W==0 gesetzt wird, 


Hlia+u) __ ;] / Hiia+u) 
H (ta— u) d V H(ia— u) ’ 





+ vu — 4ilg 








A; 
wo vr —= dlg9,(a) ist. 





da 
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Aus dieser Gleichung folgt: 














gaatrwi _ /FHlia— u) g-rrui _ /H(ia+ u) 
Hia-+u) ’ ' Hlia— u) ” 
also 
sin (4' + vu) a = min. - Buben 
L 
und 


1 Hf{u-+ia)— H(u—ia) 


cos(A vu) — 5; N 





Mithin ist: 














cosB’sin(#--vu) — a 
mei = BO en 
cos!’ sin (A’ +rvu) — a i 
cosl’cos(K +ru) — Zi) EB, = an en. 


Königsberg, den 15. Juli 1855. 
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28. 


Note sur la methode d’elimmation de Bezout. 
(Par M. A. Gayley.) 





2 
V oici la forme la plus simple sous laquelle on peut presenter cette 
methode. Pour eliminer les variables x, y entre deux equations du n’“"* 


degre 


| 


(a, 5 y) 


(a... Ka, y) 


| 


on n’a qu’a former l’equation identique 





(a, ...)(X, yv)"(d, ae u)" — (a, (X y)"(a, (A, Br 
uxr—Ay Bi: 
( do dıo 20.” d,.-ı,0 2; y(h, u)" 


U Ar +++ An-ıı 





dy,n—ı Uni. An_ı,n— 

ou l’expression qui forme le second membre represente la fonction suivante 
(a 2" + dio yo + 4,10 vn“ 
+ (My, ar + dıı aryen d,—ı,1 ya Tu 


| n—1 2 -1 1 
u (dı,n—ı TC + d,,n— x" - au + d,—1,n—1 y” )u” e 
Le resultat de l’elimination sera 


du du +++ (d-ı0 
4, MG ee ms 








Ayn-ı Gun +++ Anni 


Par exemple on trouve 


en 


(a, b, c\(x, y)’(a', W', O)(, u’ — (a,b, (x, y)*(a, b,c\A,u)" __ 





ux—iy 
(2(ab' — ab), ac — a’c)(z, yY)(A, 1) 
| ac — ac, 2(bc — be) 








BR u 
RETTET TEE es FR an TE BEER FETTE Zu Da EEE TESTEN 
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nn on 


I (a,b, e, da, y)*(d,W, ed, d')(A, u)’— (a, We’, dr, y)’(a, b, c, d)(A, u)‘ 


ux— Ay um; 
| (dad — a9), 3(ac’— ac), (ad'’— a'd)\(x’, cy,y’)(A, ku, u) 
| ac — de), (ad'— ad) + be — be), 3(bd’ -WA)| 

| | (ad — ad), 3bd—bd), 3(ed'—.c'd) 


d’oü Fon tire immediatement les resultats de l’elimination entre deux equations 
quadratiques ou cubiques. 


Londres, 2 Stone Buildings, Avril 1855. 











29. 


| Remarque relative a la note preeedente. 
| i (Par M. ©. W. Borchardt.) 
i 





RT 


Comme la forme elegante sous laquelle M. Cayley presente la methode 
abregee de Bezout pourrait etre inintelligible aux mathematiciens qui ne sont 
pas familiarises avec les notations nouvelles du g&ometre distingue& de Londres, 
je crois faire une chose utile en traduisant comme l’a deja fait M. Sylvester 


1: (Phil. Trans. 1853 pag. 516) en signes algebriques ordinaires l’enonc& de 
3 M. Cayley: 


EEE I 





„Etant proposees deux &quations du n'”"° degre 
fe =%, pr —= 0 
divisez l’expression 
| fzyy —[yyx 
par la difference 
2—y, 





le quotient sera une fonction entiere en x ei y, du degre »—1 par rapport 
a chacune des deux variables, c. a d. une fonction de la forme 


ien—1 k=n—1 ” 
2 2 a,X%Yy 


i=U k=U 
et le determinant 


=z+a,, Ude + Anni 
Journal f. d.M. Bd. LIII. Heft 4. 47 
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sera le resultat de l’elimination entre les deux &@quations proposees, presente 
sous la forme ä laquelle conduit la methode abregee de Bezout.” 
En posani 2=y on trouve l’equation 


ofx . Op.r tk 
v2 = Zac 





qui a ete deja obtenue sous cette forme par Jacobi (Voyez tome XV, p. 103 
de ce Journal) mais qui ne suffit pas pour definir les quantites «@;,. 


Berlin, aoüt 1856. 














ET ag 
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30. 
Note sur Pequation © —-Dy’ =+4 D=5 (mod. 8). 


(Par M. A. Cayley.) 





07 sait que pour un determinant positif D= 5 (mod.8) le nombre 
des formes quadratiques proprement primitives est egal au nombre des formes 
improprement primitives, quand il existe une solution en nombres impairs de 
l’equation -’— Dy?’=-4. mais que le nombre des formes proprement primitives 
est egal a trois fois le nombre des formes improprement primitives, quand il 
n’existe pas de solution en nombres impairs de l’öquation 2? — Dy’ — 4. 


Les tables de Degen font voir immediatement, pour les nombres D=-5 
(mod. 8) qui ne sont pas plus grands que 997, s’il existe ou non une solution 
en nombres impairs de l’equatlion 2 —Dy’—4. A savoir si le nombre 4 se 
trouve dans la serie des denominateurs des quotients compleis (la seconde 
ligne dans les tables), il existe une solution de l’equation; si non, il n’en 
existe pas. De plus, si la place oü se trouve le nombre 4 est d’ordre pair 
il existe une solution tant de l’equation z’— Dy’—=+4 que de l’equation 
z’—Dy’—=—4, mais si celte place est d’ordre impair il existe seulement 
une solution de l’equation 2 — Dy’=4. On trouve la plus petite solution 
de ces &quations au moyen de la serie des quotients (la premiere ligne des 
tables), en s’arrötant au nombre qui precede le nombre plac& au dessus du 
nombre 4, et en calculant la fraction continue determinee par celte suite; par ex. 
pour le nombre 61 on trouve dans les tables 


7, 1,4, 3, 1 (2,2) 
1, 12, 3, 4, 9 (5.5) 











” 226153980 

1766319049 
Cela fait voir qu’il existe une solution de l’equation = — Dy? — —4, solution 
que l’on obtient au moyen de la fraction continue 7 + ne ri faisant 


5 


1 

14 

x=89, y=5. La plus petite solution de l’&quation 2’— Dy’ — 4 se deduit 
47 * 
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tres facilement de la plus petite solution de l’equation — Dv’— —4 au moyen 
de la formule e+yyD=4(t+vyD) ce qi donne e=T-+2, y=w. 

On obtient pareillement la plus petite solution de l’equation &— Dy’— —1 
au moyen de la formule («--yyD)=4(r-+vyD)’ ce qui donne 

= — 4 -+3t), y= 4(r-+1)v. 

De meme la plus petite solution de l’equation &? — Dy’— 1 se deduit 
de la plus petite solution de l’equation T”— DU?’—4 au moyen de la formule 
z+yyD=4(T+UyD) ce qui denne 24 T’—-3T), y=-4HMT—1)U. 

Je fais observer ä cette occasion que suivant une remarque de @öpel 
(voyez „Notiz über A. @öpel” t. XXXV p. 315 de ce Journal) si dans l’equation 
(23% 


> ) —P--y®, oüx, y, p, n, P, Q sont des entiers, le denominateur p 


est plus grand que l’unite et que ©, y, p n’ont pas de denominateur commun, 
on aura necessairement p—=2, n=3 ou egal A un multiple de 3, x impair 
et y de la forme 8n--5. 

J’ai calcul@ au moyen des tables de Degen la table suivante des plus 
pelites solutions en nombres impairs de l’equation = —Dy’—=—4 ou, si 
cette equation n’en admet pas, de l’equation 2’— Dy’=- 4, en d’autres termes, 
une table des plus petites solutions impaires de l’equation 2 — Dy’— +4, 


D=5 (mod. 8). 


Londres,. 2 Stone Buildings, 10" Mars 1855. 














r IR: Rees 2 
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Table des plus pelites solutions impaires de l’equation z’—Dy’= +4, D=5 (mod. S). 

































































Di3| = | y | 2/2] | r Dis| = |, 
5I—| 1 1 | 341 +! 277 15 | 677 imposs. 
131 — 3 1 | 349 imposs. 685 | —| 7591 29 
21|+ i) 1 | 357 + 19: 11693 + 79 3 
29 — | 1 | 365 | — 19 1 | 701 imposs. 
37 imposs. 373 imposs. 709 Imposs. 
45 + 7 1 | 381 Imposs. 717 + 2411| 9 
93 4% [a 1 | 389 imposs. 25 | + 27 | 
641i-—)| 39) 5 | 397|—| 3447| 173 | 733] — Bm 
69 + 235 3 | 4051 imposs. “dil+| 2495| 9 
77ır+ 9 1. | 413|+| 61 3 | 749|+| 12945 | 473 
85 = 9 1 421 | — | 444939| 21685 | 757 | imposs. 
931+ 29| 3] 4239| + 145 7 | 765|+ 33 3 
101 | _imposs. 437 | + 21 ılazs/—| 198 5 
109|— | 261] 35 | 4145| — 21 1 | 781 imposs. 
117/)+) 111 1714534 149 7 | 789|+| 3182511133 
125 — | 11 1 | 461 —| 369 17 1.2971 —| 367, 13 
133|+, 173) 15 | 469 + 65 3 | 805|+| 1447| 51 
141 imposs. 47 + 2599| 119 | 813 imposs. 
149 | — 61 5 | 485 imposs. 821/—| 16189| 565 
157|—| 213) 17 | 4993| — 111 5 | 8291 imposs-. 
165 || 13 1 1.501|+| 28225) 1261 | 837 | + | 29 
1z3)-—| 18) ıl50-| 95 malssl- 9 4a 
181) — | 1305| 97 | 517/)+| 10573 465 | 8531 —| 27483| 941 
189 imposs. 525 + 23 1 | S611+| 1027| 35 
197° imposs. 533 1— 23 1 | 869|+| 49377 1675 
205 + 43 3 | 541 | — 1396425) 60037 | 877 imposs. 
213 + 73 5 | 549|+, 1523] 65 | 885 imposs. 
221|+ 15 1:1 557 imposs, 893/+| 2301| 7 
2291 — | 15 1 | 565 | — | 309| 13 | 901 imposs. 
237) +| 7 5 | 573 imposs. 909 imposs. 
251+| 47) 3|581|+| 6725| 279 | 917|+| A11stı 31 
253 +| 1177| 74 | 589| + 14359377 179625 | 925 imposs. 
261|+| 727) 45 | 597) + 7949| 399 | 933 imposs. 
269 imposs. 605 + 123 > IE | 1185| 937 
277 | —| 2613| 157 | 6131 — | 98763) 3989 | 949|— | 32685 1061 
285 | + 171..:.41 1 62114 | 25 1 | 9577| + wi 9 
293 | — 171 116239 — 25 1 | 965) — me 0 
301 + 122745/1311 | 637, +, 14159 561 | 973 imposs. 
309 +| 5045| 287 | 645 + 203 8 | 9811+| 68123|2175 
317 | — 89 5 | 659 | — 1661 65 | 989|+|103245 3283 
325 imposs. 661 | — ,1789539| 69605 | 997 imposs. 
333 imposs. 669 +, 305285, 11803 | 
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31. 


Sur une nouvelle propriete du resultant de deux 
equations algebriques. 
(Par M. Brioschi a Pavie.) 





1. 

Soient: 
fa) = ae ta a t+a2 4. ta, = 0 
ya) = vater te = 0 


les deux equations. En posant: 
P,+1(%) — AyX" + act. ta, 


Ir+1 (2) = -+ ce a"! + ... -+- c, 
on a: 


(1) 4 {@)f(r) -Ppr(F)y() = mn > ee + O2, r+1 a" 2 Anrzı 
ou: 


Osrrı = CoG,r5 + €, 4,71 + - + C,-1@,41 
— (6,4, 4 16, 4.—MN ++ +4_1%4)- 
Soient 2, 2, ... 27, les racines de l’equation f(x)= 0; en substituant dans 
(1.) .r, au lieu de .r, on obtient: 
(2.) — PrrlE)PR) = HT + + tl, ,.. 


equation qui divisee par f’(z,), et multipliee par 1, x,, -»-- x’! nous 
donne les suivantes: 

_ [a, 8, 4 a, S,_ +. ++a, S,] mn Oı,rzı #0 

FE et 0, +" +4, S,] u ‚r+1 h + 2,7410 


| 


(3.) a a 
a r+n- MR a ‘+4, S,-1] 


— Or Anm + O2 ,r+1 Ant ” + O,r+i k, 
ou l’on a pose: 











r n irn 
Bee. nt 
RE FE Am I Mr x) 


J’observe que: 


Qy4; +44 wit‘ +4; ro 0, Ay A, — 1 

















BE 





u 
re ih e > R RE 
Ken a 2 N h 275 a ne erh 


RETTET 


BE ee 





= 
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par consequent si l’on fait: 


Rarırzı — (ırzı 1, - 0, r+1 As-ı + ze + OR lr+1 k, 
on aura: 
(4.) Aylny, + a Ant + dn-ı h, — Our 


2. 
Soit V le resultant des deux equations f(r)—=0, y/x)=0; on a: 


V= ay(2)YP(2)...p(x,) 





et: 
dV 
u 5 
Or: 











AV __ dV da, |, dV da, FERN dV da, 
de, da, dx, | da, da, da, dx, 

d’ou l’on deduit: 
4 xp (r,) Ma, > ip (X) da, 


Pe) dr, Trdeı" Teen) de, 








et en observant que: 


4,8; +4,98; +++ S;,,_, Aa 





on aura: 
n i ! n V 
= f'(&;) > Tran 


On peut transformer cette &quation, en posant ©<—=0,1,... m—1,elen 
ajoutant les equations qui en resultent, multipliees par a„_ı. @„_2, +: &. En 
effet on obtient: 
Ä “ dV 
V (a„, M,+ a„_.M,+---+@,M,_,) uns <, Om Ta 
1 r 


ou: 
APR 5 2 be 
WM, — EACH 
f ı T@) 


et puisque l’on a par une formule connue: 
4, M „-ı + a, M „-: + .. . Anm—ı M, = (n — m + Je... 
on a enfin: 


. dV 
Sr Omır =. = (n—m-+1)c,-ı V. 


Si dans cette &quation l’on fait m=1, 2, 3, .... n, on obtient n &qualions 
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qu’on peut nommer les equations caracteristiques du resultant. En supposant 
y(z) = f(x) on obtient les equations analogues pour le discriminant de 
f(@)—=0; les trois premieres desquelles contiennent la propriete du discri- 
minant d’etre un invariant de la forme du n'"* degre a deux indeterminees. 


>. 
Par consequent si l’on represente par V le discriminant de la forme 
du n'”"" degre: 


I(®; Y) a Potye” 7 Pı 42" y 4 dr + Pn 4.y 
dans laquelle: 
n(n—1)...(n—m+1) 





» — - 
Pin 1 .2:3.: 
on aura: 
u dV i 
2, — Am = (n—m+l)n— m-+2)pn 24V 
VE nl 
ou: 
m—1 
a,as, (r-+ım — 25) Ps-1Pr tms G,1m— s—1" (n—r+1)pm-ıPr-ı dm-ı d,_ı: 


Si dans l’equation superieure on fait m—=1 on a: 


nr dV - AV 
* Pr Or da; A, N da, 


et pareillement les autres a—1 equations peuvent &tre deduites de la suivante: 


3,14,,7 — (n-m+1)(n—m+2)p.0, 7, 
.» da, 


ou: 
A, u mt (n ER + 1)p„-ıP,-ı Un d,_1s 
en posant m —=2,3...n. 


Au moyen de ces @quations on peut exprimer le discriminant d’une 
forme quelconque ä deux indeterminees en fonction de ses invariants. Par 
exemple pour la forme du quatrieme degre: 

\y + 
(Guy Gy Ar, Az, )L, Y) 
si on pose: 
J, =z 4,4; — 4a, 4; + 3 
J; = 4,04, + 24,4, — 4, — Wa, — a 
ei: 


v— RAR 





a TE an NT ’ ae) 
EN RT N EE ah u" rat an a a See 
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les trois premieres equations sont satisfaites, et Ja quatrieme nous donne: 


21,0 
2, Au 2, — 12a,V. 
Mais en observant que: 
4 : nn 
3, 4, — 12J;, + 4a, J,. a Are = 2J; +6 J; 
on &: 


35 12I, 44T) + 2hI, 3 + 60,J,) —= 12a; V 
de laquelle: 
h= —2 
ce que l’on sait deja. 
N. 


Les relations donnees par les formules (3.) nous sont utiles pour trans- 
former quelques expressions formees avec les quantites 8, en autres formees 





avec les quantites «,,. Nous considerons ici les expressions de la forme 
suivante: 
S, S, N 
S, S, De, 
7 
S,_, S,_ı a, S,,_;3 
1 x a 








lesquelles se presentent dans l’application du theoreme de Sturm a la re- 
cherche du nombre des racines r&elles de l’equation f(x)=0; comme l’ont 
deja demontre MM. Sylvester et Joachimsthal, et moi-m&me dans une note 
publiee dans les Annales de M. Tortolin: (Juillet 1854). 


Pour effectuer cette transformation j’observe que: 


Te Mir ee 4, S,,; + a, FEN + ig + d, S, . 


Au moyen de cette formule et d’une propriete tres-connue des determinants 
nous obtenons une premiere transformalion: 


hy Asa Es: Ms 


1 hzı Ra2 ” Bz - h,, 
RUE BEN u Ge 
4,= (—]1) ee ai 
h,_ıı h,_ı,2 Were h,_ır 
Pı(©) PX) ... Pr(&) 
Journal f. d.M. Bd. LIII. Heft 4. 48 
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et a cause de l’equation (4.) on a: 








Cıı 2 Or 
* Be f 021 03. Or 
‚= (—1) ar PEREE* i . 
0,11 Ir ++ Gar 
pi) p@) .-. P,(@) 


Les quantites 4, sont, ä un facteur pres, les denominateurs des reduites de 
la fraction continue dans laquelle on peut developper 2, par consequent 
les trois quantites 4,, S,_1, S,_, seront liees par une &quation, comme il a 
ete demontre autrement par M. Joachimsthal. 


II est evident d’apres les considerations superieures qu’on aura: 


Gı Co .. On 
V — 0, 1 02,2 . . . On 
&n1 &n,2 . 6 . On 








resultat donne par M. Jacobi dans son me&moire „De eliminatione varia- 
bilis etc. —” (vol. XV de ce Journal). 


Pavie, Janvier 1856. 
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32. 
Sur une formule de M. Cayley. 


(Par M. Brioschi ä Pavie.) 





M. Cayley a donne recemment une relation tres-remarquable entre les 
covariants de la forme biquadratique: 


ir 


u — (id... WE, Y). 


En indiquant par v le Hessien de la forme «, par Ö le determinant: 














dv de 
de  dy 
du du 
dr dy 


et en posant: \ j 
v — 12H, d —= 8.125 
la formule de M. Cayley est la suivante: 
$ — J,HwW“— J,wW— AH’; 
J,, J, etant les invariants quadralique et cubique de la forme u. M. Cayley 
a demontr6 aussi comme on peut deduire de la resolution de l’equation: 


Ad) AwW—hHW44H — 0 


celle de l’öquation #0. Or on peut observer que l’equation (1.) resulte de 
l’elimination des quantites a, b entre les deux e&quations: 


au-+-bH — 0 
4a — J,ab? — J,5 — 0 


de la seconde desquelles, ainsi que M. Hesse l’a demontre (T. XLI pag. 253 
de ce Journal) on obtient des valeurs du rapport @:b qui rendent l’ex- 
pression au+bH egale au produit des carres de deux fonctions lineaires. 
L’equation P=0 est par consequent l’equation du sixieme degre consideree 
par M. Hesse (pag. 259), et dont les racines ont la propriete d’&tre quatre ä 
quatre en rapport harmonique. 

Le covariant & joue dans la theorie des formes biquadratiques un röle 
analogue ä celui que joue le Hessien dans la theorie des formes cubiques. On 
trouve, par exemple, que l’invariant quadratique de cette fonction est egal a 
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4 du diseriminant D de la forme “; que, posant: 
U zu au--bH 
et indiquant par V le Hessien de la forme U, de sorte que 


V=4uBH, A=12b(24J,-+3J). B=12(12@ — BJ). 














on a: 
AV dV 
dx Iy 
7“ 9 I 8BaB— 5A). 
dU dU 
dx dy 
Par consequent si l’on pose: 
U= (Ay Ar ».« AIE7 y)‘ 
ou: 
dd AD dD dD dD 
„= ——, ia= ——. „—=—, ade ar Se, 
u da, ' da, da, 04 da, ' “ U: da, 


on aura: 
—3R, b=—54h, aB—bA—= 12.270 (I — 5493) 


el en representant par #7 le covariant du sixieme degre de la forme U on 
obtient: 


d 





= 7PD(J} —54J}). 
De cette derniere @quation on deduit entre D et le discriminant 7 de la forme 
!’, la relation deja donnee par M. Schläft: 

4 = 729 DR — 54J;) 
On trouve pour les formes cubiques ä trois ind&eterminees une equation analogue 
a (1.). Soit u la forme cubique, v son Hessien; J;. J, les invariants du 


qualrieme ei du sixieme degres de la m&eme forme. En posant: v—=6%°.H 
ei en eliminant les quanlites «a, 6 entre les deux &quations: 


au--bH —= 0 
27 — 18), 0b’ — Jab’ — Sb — 0 
on obtient l’equation du douzieme degre: 
27H’ -—- 18J,HW-+J, Hu — J;wW — 0 
laquelle sera decomposable en douze facteurs lineaires, qui donneront les quatre 
systemes de droites qui passent par les points d’inflexion de la courbe # = 0. 
Pavie,. Janvier 1856. 





— a Een _ 








379 


Den Mathematikern, welche sich mit zahlentheoretischen Untersuchungen beschäf- 
tigen wird es vielleicht erwünscht sein von einer Schrift des Herrn Professor Dr. Reuschle 
in Stuttgart Nachricht zu erhalten, welche derselbe als Programm des dasigen Gymnasiums 
zu Michaelis 1856 hat erscheinen lassen und von welcher besondere Abdrücke durch 
die Antiquariats-Buchhandlung von Lieschiny et Comp, in Stuttgart zu beziehen sind. 
Diese Schrift enthält sehr werthvolle, mit Fleifs und Sachkenntnifs berechnete Tafeln zum 
Gebrauch für Zahlentheorie, nämlich: 1) Die Zerlegung der Zahlen 10"—1 in ihre Prim- 


faktoren für eine gewisse Anzahl von Werthen des n, bis »n = 242, für welche die 
Faktoren als wirkliche Primfaktoren constatirt sind. 2) Eine Anzahl ähnlicher Zerlegun- 
gen der in der Form «a”—1 enthaltenen Zahlen in ihre Primfactoren, für eine Reihe 
von Werthen der Zahlen « und n, für welche die in denselben vorkommenden Prim- 
faktoren als solche haben constatirt werden können. 3) Eine Tafel der Zerlegung der 
Primzahlen » = 6“.-+1 in die Formen p = A?-+3B?” und 4» = 6?+27M?*, welche für 
die Theorie der cubischen Reste, so wie für die Kreistheilung wichtige Dienste leistet. 
Diese Tafel erstreckt sich für beide Formen vollständig bis p = 5743, sodann für die 
Form p = A’+3B? allein weiter bis 13669, und endlich für diejenigen Werthe des », 
für welche die Zahl 10 cubischer Rest ist, noch bis » = 49999. 4) Eine Tafel der Zer- 
legung der Primzahlen » = 4n-+1 in die Form a*+5*, zugleich mit der Zerlegung der 
Primzahlen y =8n-+1 in die Form c*+2d? bis p = 12377. An diese schliefst sich noch 
die Zerlegung derjenigen Primzahlen »y =4n+1, für welche die Zahl 10 quadratischer 
Rest ist, in die Form «*+b?, bis p = 24917, zugleich mit der Zerlegung derjenigen 
Primzahlen, für welche die Zahl 10 biquadratischer Rest ist, in die Form » = c’+2d?, 
bis »p = 24889. Der Nutzen welchen diese Zerlegungen, namentlich für die Theorie der 
biquadratischen Reste und auch für die Kreistheilung haben, wird den Kennern dieser 
Theorieen einleuchten. 5) Folgt noch eine Reihe von Tafeln, in welchen die kleinsten 
Exponenten berechnet sind, zu denen gegebene Zahlen gehören nach bestimmten Moduln, 
oder die Bestimmung der kleinsten Zahl e, welche der Congruenz «==1, mod. p, ge- 
nügt. Der erste Theil dieser Tafel umfafst die sechs Werthe des « =, 3, 5, 6, 7, 10, 
und als Moduln alle Primzahlen bis » = 997. Von da an bis p = 4999 ersireckt sich 
diese Tafel nur auf die beiden Grundzahlen =? und «= 10, und endlich von da an 
bis zu » = 14983 nur auf die eine Grundzahl 10. Diese Tafeln, welche unter andern 
auch die Frage nach der Anzahl der Ziffern der Periode eines aus einem gewöhnlichen 
Bruche entstandenen Decimalbruchs beantworten, geben aufserdem zu manchen interessan- 
ten, so zu sagen statistischen Bemerkungen Veranlassung, welche in der Einleitung zu 
den Tabellen angestellt sind. 

Aus dem angegebenen Inhalte wird man ersehen, dafs die ganze Arbeit im In- 
teresse der Wissenschaft und zum wirklichen Nutzen derselben unternommen und ausge- 
führt ist, wofür auch noch der Antheil Bürgschaft leistet, welchen der verewigte Jacobi 
an der Entstehung derselben gehabt und der Werth, welchen dieser grofse Mathematiker 
den berechneten Tafeln beigelegt hat. Herr Professor Reuschle ist nämlich wegen dieser 
Arbeit mit Jacobi in schriftlichen und mündlichen Verkehr getreten und die aus zwei 
Briefen von Jacobi und zwei Briefen von Prof. Reuschle bestehende Correspondenz 
über diesen Gegenstand, in welcher mehrere Fragen über Potenzreste erörtert werden, 
bildet einen interessanten Bestandtheil der Einleitung, welche Herr Professor Reuschle 
seinen Tafeln vorangeschickt hat. Kummer. 
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Druckfehler. 


Band 50. Heft 3. 


7.6 v. u. st, 4,4 =) l. Yy,„4ı= I. 


5 — 11 vw u. st. je zu A |. zu je A. 


— 10 v. o. ist nach haben das Kolon zu streichen. 
ist in der untersten Zeile nach schneiden st. des Semikolon ein Komma zu setzen. 
6 v. o. soll es heilsen: Also hat der Faden, vermöge der etc. 4°" Schwingung, 4—1 
Schwingungsknoten. 
Tv. o. st. logndt$ 1. lognat$. 


Band 53. Heft 1. 


2 v. u. st. dessen Il. dessen Theilnenner 
— 1% 9 5 u, 


6 v.u. st. Al, A, 
die Worte: Eigentlich ist etc. bis S. 50 Z. 3 sind in eine Anmerkung zu setzen. 
letzte Zeile st. gh’—- (g—1) I. gh'‘ -a—i 

A+J' 
2: 6.9, 4 g4 nn. 

D' 

4 v. o. st. und allein 1. allein 
— 5 vustgl19 

BET TEE 4 


Heft 3. 


— 385 — 9 u 10 vr. 0. st. +! und zit? 1. Pa und zerti 




















